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1. Einleitung

1.1 Motivation

Die Weiterentwicklung der Rechnerarchitekturen hat im Verlauf der letzten Jahre zu immer
leistungsfahigeren Rechensystemen gefuhrt, die in fast allen Bereichen des taglichen Lebens
zum Einsatz kommen. Die vielfatigen Anwendungsgebiete von Rechensystemen machte die
Vernetzung zwischen den Systemen notwendig.

Dabei stand zunachst der Wunsch nach einer gemeinsamen Nutzung von teuren Gerdten im Vor-
dergrund. Spater kam dann die Nutzung von zentralen Datenbestanden und die Kommunikation
untereinander hinzu. Das fulhrte zur Entwicklung von leistungsfahigen Ubertragungsmedien, die
versuchten, den steigenden Anspriichen der Benutzer gerecht zu werden. So sind bei speziell
entwickelten Hochgeschwindigkeitsnetzen (z.B. FDDI) Ubertragungsraten von ca. 100 Mbps?
moglich.

Um solche hohen Ubertragungsleistungen nutzen zu kodnnen und dem immer hoher wer-
denden Datenaufkommen gerecht zu werden, sind entsprechend leistungsfahige Rechner und
Kommunikations-Controller notwendig. Letzteren kommt bel der Dateniibertragung eine beson-
dere Rolle zu. Zum einen missen sie die Nutzdaten senden und empfangen. Zum anderen fallt
ihnen die Aufgabe der Protokollverwaltung zu, was eine zusétzliche Belastung bedeutet. Dabei
hat es sich gezeigt, dal3 die Kommunikationsprotokolle nicht in der Lage sind, die hohen An-
forderungen von z.B. Multimedia-Anwendungen zu erfullen. Es zahlt also zu den vorrangigen
Zielen, sowohl die einzusetzende Controller-Hardware, wie auch die darauf zu implementieren-
den Kommunikationsprotokolle zu verbessern. Ein Losungsansatz ist die Parallelisierung der
Kommunikationsprotokolle mit Hilfe von Petri-Netzen.

Das Forschungsprojekt PIKOM?2 am Lehrstuhl fur Informatik 1V der RWTH Aachen befalit sich
mit der Spezifikation, |mplementierung und L el stungsbewertung von Kommunikati onsprotokol -
len unter dem A spekt der Parallelverarbeitung. Dabei bilden Petri-Netzedie Basisfur dieformale
Beschreibung und die Implementierung der Kommunikationsprotokolle. Zur Beschreibung par-
aleler Vorgange wurden bei der GMD in Darmstadt die Produktnetze al's spezielle Form von
hoheren Petri-Netzen entwickelt [BOP89]. Auf der Basisvon durch Produktnetzen beschriebenen
Protokollenwurdein mehreren Arbeiten ([Rup87], [Eng90]) eineparallele Controller-Architektur
entwickelt, aus der die PaPER*-Architektur als augenblickliches Entwicklungsergebnis hervor-
geht [Eng94].

! Fiber Distributed Data | nterface

2 mega bits per second

3 Parallditat in Kommunikationsprotokollen

4 Petri Net Based Parallel Architecture for Protocol Engineering and Realization
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Im Rahmen der Entwicklung der PaPER-Architektur wurde die Programmiersprache PENCIL/C
entwickelt[Eng92]. Siestellt eine Erweiterung von ANSI-C dar und bietet mittel seines speziellen
Compilers[Gro93] die Moglichkeit, in PENCIL/C beschriebene Kommunikationsprotokol | e auf
der PAPER-Architektur zu implementieren.

Bel der PaPeR-Architektur handelt es sich um eine abstrakte Architektur zum Entwurf ei-
nes Mehrprozessor-Kommunikations-Controllers, die eine Realisierung auf den verschiedensten
Hardware-Plattformen (z.B. Transputer-Cluster) moglich macht. Gerade in der Entwurfsphase
einer Hardware-Architektur ist zu prifen, ob sie den gestellten Anforderungen geniigt. Dabei
ist es notwendig Einzelkomponenten so auszuwahlen, dal? sie in ihrer Leistungsfahigkeit auf-
einander abgestimmt werden kdnnen. Auch muissen Realisierungsalternativen bewertet werden,
um Entscheidungshilfen zu gewinnen. Die Leistungsbewertung hilft somit beim Systementwurf
kostspielige Fehlentwicklungen zu vermeiden.

1.2 Das Ziel der Arbeit

Dievorliegende Diplomarbeitist Teil desForschungsprojekts PIKOM. Ihr Ziel ist die analytische
Leistungsbewertung der PAPER-Architektur. Zusammen mit einem im Rahmen von PIKOM
entwickelten PAPER-Emulator sind so Aussagen Uber das Leistungsverhalten der PAPER-Archi-
tektur moglich, die eine spatere Hardware-Realisierung unterstiitzen.

Das Kapitel 2 gibt ein Uberblick Uiber die Anwendungsgebiete und Methoden der Leistungsbe-
wertung. Der Schwerpunkt liegt dabel auf der Vorgehensweise bei den analytischen Methoden.
Im Kapitel 3 wird das funktionale Konzept der PAPER-Architektur beschrieben und deren Kom-
ponenten vorgestel It.

Die Leistungsbewertung der PAPER-Architektur erfolgt mit Hilfe der Warteschlangentheorie. Die
warteschlangentheoretischen Grundlagen, die fur diese Arbeit von Bedeutung sind, werden im
Kapitel 4 eingefihrt.

Im Rahmen der anal ytischen L ei stungsbewertung spielt die Modellbildung eine zentrale Rolle. So
ist dasModell ein Abbild der Redlitét. Die Abstraktion der PAPER-Architektur in die Model lwelt
der Warteschlangen erfolgtim Kapitel 5. Esumfal3t die Konstruktion el nes Warteschlangennetzes
und die Herleitung der Berechnungsvorschriften fur die spatere Analyse.

Ausgehend von dem Warteschlangenmodell wird dessen Verhalten im Kapitel 6 analysiert. Dem
schliefdt sich die Analyse der Leistungsfahigkeit der PAPER-Architektur im Kapitel 7 an. Dabel
werden einzelne Komponenten, sowie deren Zusammenwirken betrachtet. Als Basis fur die
Analyse dienen die auf einem PAPER-Emulator ermittelten Werte fir eine Teilimplementierung
des Kommunikationsprotokolls X TP. Die damit durchgefuhrten Berechnungen lassen Aussagen
Uber das Leistungsverhalten der PAPER-Architektur zu.

Eine Zusammenfassung der Arbeit, sowie die wichtigsten Ergebnisse und Ansitze fur weite-
re Arbeiten sind im Kapitel 8 zu finden. Im Anhang sind die in dieser Arbeit verwendeten
Berechnungsvorschriften fr Warteschlangensysteme und das Warteschlangennetz der PAPER-
Architektur tabellarisch aufgelistet.



2. Leistungsbewertung

Die Leistungsbewertung von Rechen- und Kommunikationssystemen (kurz: Systeme) &3t sich
definieren asdie quantitative Bestimmung der Leistungsfahigkeit eines solchen Systems[Bol89].
Das dynamische Ablaufgeschehen innerhalb und zwischen den einzelnen Komponenten eines
Systems soll untersucht und optimiert werden. Die Ziele der Leistungsbewertung sind

¢ die Messung und formale Beschreibung realer Systemablaufe,

¢ dieDefinition, Bestimmung und Analyse charakteristischer L eistungsgrofien (Bewertungs-
parameter),

e die Bereitstellung von Entscheidungshilfen.

2.1 Anwendungsgebiete fiir die Leistungsbewertung

Mit den oben genannten Zielsetzungen gibt es drei Anwendungsgebiete fur die Leistungsbewer-
tung [Lan92]:

1. Systementwurf
Beim Entwurf eines neuen Systems muf3 wahrend der Entwurfsphase standig tberpriift
werden, ob das System den gestellten Anforderungen geniigt. Dabel ist esoftmalserforder-
lich, Einzelkomponenten so auszuwahlen, dald sie in ihrer Leistungsfahigkeit aufeinander
abgestimmt werden. Es miissen auch Realisierungsalternativen bewertet werden um Ent-
scheidungskriterien gewinnen zu konnen. DieL eistungsbewertung alsL eistungsvorhersage
hilft somit schon in der Entwurfsphase kostspielige Fehlentwicklungen zu vermeiden.

2. Kontrolleund Tuning realer Systeme
Die Uberwachung des Systemverhaltens und das Aufdecken von Engpéssen ist die vor-
rangige Aufgabe der Leistungsbewertung bei realen Systemen. Die gezielte Beseitigung
von Engpassen wird a's Tuning bezeichnet. Mit den Methoden der Leistungsbewertung
konnen Systemkomponenten, die das Leistungsverhalten des gesamten Systems negativ
beeinflussen, ermittelt und Mal3nahmen zu deren Beseitigung in die Wege geleitet werden.

3. Systemvergleich
Bel Neuanschaffungen werden Bewertungsgrundlagen bendtigt, um aus mehreren Alter-
nativen das geeignete System auswahlen zu konnen. Das wesentliche Auswahlkriterium
ist die Frage, ob ein System die erwartete Auftragslast bewaltigen kann.
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2.2 LeistungsgroBen

Um Aussagen Uber die Leistungsfahigkeit eines Systems machen zu konnen, miissen bestimm-
te Parameter definiert und analysiert werden. Diese Parameter werden Leistungsgrof3en oder
Bewertungsparameter genannt. Leistungsgrofien konnen auf vielfaltige Weise definiert werden.
Welche Leistungsgrofen in einem konkreten Anwendungsfall bendtigt werden, hangt von der
jeweiligen Zielsetzung der Leistungsbewertung und dem Anwendungsgebiet ab. In [Lan92] ist
eine detaillierte Ubersicht ilber die L eistungsgrofken von einzelnen Systemkomponenten und von
gesamten Systemen im Hinblick auf ihre Anwendungsgebi ete enthalten.

2.3 Die Methoden zur Leistungsbewertung

Leistungsbewertung wird mit unterschiedlichen Zielen durchgefiihrt. Daher kommen auch ver-
schiedene Bewertungsmethoden zur Anwendung.

Bewertungsmethoden
MelRmethoden Modellbildungstechniken

analytische Methoden simulative Methoden
stochastisch operationell

Abbildung 2.1: Die verschiedenen Methoden zur Leistungsbewertung im Uberblick

2.3.1 MeBmethoden

Die Leistungsfahigkeit real existierender Systeme kann durch Mef3methoden ermittelt werden.

Zur Leistungsmessung eines Systems unter einer bestimmten Auftragsast werden Benchmark-
Testsdurchgefuihrt. Die Auftragslast ist die Menge aller Rechenvorgange und Daten, die wahrend
eines Beobachtungszeitraumesim System verarbeitet werden. Siehat einen grof3en Einflu3auf die
zu bestimmenden Leistungsgrofien, wie z.B. die Auslastung oder die Antwortzeit einer System-
komponenten oder eines gesamten Systems. In den meisten Fallen ist die aktuelle Auftragdast
unvorhersehbaren Schwankungen unterworfen und folgt statistischen Gesetzmaliigkeiten.

Die Erfassung der Aktivitaten innerhalb eines Systems erfolgt durch Leistungsmonitore. Die
Aktivitaten des Systemswerden dabei erfal3t und in periodischen Abstanden analysiert. Monitore
sind unabhangige Mef3gerate und lassen sich in Hardware- und Software-Monitore unterteilen
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[Lan92]. Hardware-Monitore sind, wie der Name vermuten 183, Hardware-Bausteine, dieinner-
halb eines Systems el ektrische Impulse messen. Sie erfassen und werten spezielle Systemdaten
aus, die von der Hardware des zu analysierenden Systems abgenommen werden. |m Gegensatz
dazu stehen die Software-Monitore. Diese bestehen aus einem oder mehreren speicherresidenten
Programmen. Sie sind entweder Teil des Betriebssystems oder Anwenderprogramme mit beson-
deren Privilegien, die nach Ablauf einer bestimmten Zeit oder beim Eintreffen eines bestimmten
Ereignisses Daten erfassen, aufbereiten und ausgeben.

Vorausgesetzt, dal3 die Messungen korrekt und tiber einen ausreichend langen Zeitraum durch-
gefuhrt werden, lassen sich durch diese Methode sehr zuverlassige L ei stungsgrof3en des Systems
ermitteln.

Befindet sich das System noch in der Entwurfsphase oder sind Untersuchungen an einem realen
System zu aufwendig und kostenintensiv, dann erfol gt die L eistungsbewertung durch Modellbil-
dungstechniken.

2.3.2 Modellbildungstechniken

DieL e stungsbewertung einesrealen Systemsist wegen dessen Komplexitat oftmal szu schwierig
oder das zu bewertende System befindet sich noch in der Entwicklungsphase. Um aber dennoch
Aussagen beziglich der Leistungsfahigkeit machen zu kdnnen, bedient man sich eines Modells.
In dem Modell werden das dynamische Ablaufgeschehen und die fir die Anayse relevanten
Systemmerkmal e nachgebildet. Die Systeme werden so weit abstrahiert, dal3 die interessanten
Grofen noch hinreichend gut erfald werden und irrelevante Details weitgehend unterdriickt
werden. Die Betrachtung eines Modells bietet die folgenden Vorteile:

1. Die Entwicklung eines neuen Systems wird unterstitzt, dain der Anfangsphase der Ent-
wicklung noch keine Messungen moglich sind.

2. Alternative Systemkonfigurationen kénnen miteinander verglichen werden. Eine Anderung
des Modells ist meistens einfacher als die Anderung eines realen Systems.

3. Das Verhdten eines Systems unter geanderten auf3eren Bedingungen kann untersucht
werden.

Bel der Erstellung eines Modells muld darauf geachtet werden, dal3

¢ alewichtigen Systemeigenschaften erfaldt werden,
¢ unwichtige Systemeigenschaften nicht im Modell enthalten sind,

e das Modell eine gultige Darstellung der Redlitét, d.h. eines existierenden Systems oder
eines zu entwickelnden Systems, ist.

Die Modellbildungstechniken konnen analytisch oder simulativ sein.
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2.3.2.1 Simulative Modellbildungstechniken

Bel der Simulation wird das Systemverhaten experimentell untersucht und mit speziellen
Computer-Programmen nachvollzogen. Oftmals wird dazu eine eigene Simulationssprache ver-
wendet. Dadas Verhalten eines Simul ationsmodel I sin Bezug auf dierelevanten Systemparameter
dem Verhalten des zu modellierenden Systems entspricht, konnen daraus alle zur Leistungsbe-
wertung interessanten Grof3en abgeleitet und ermittelt werden.

Bel der simulativen Modellbildungstechnik lassen sich drei Verfahren unterscheiden:

1. Monte-Carlo-Simulation
Bel der Monte-Carlo-Simulation wird die Leistungsanalyse nach Gesetzmaliigkeiten der
Wahrscheinlichkeitstheorie durchgefiihrt. Um eine bestimmte L ei stungsgrofie zu analysie-
ren, wird siein ein wahrscheinlichkeitstheoretischesModel | eingebunden, mit dessen Hilfe
sie dann abgeschéatzt werden kann.

2. Ereignisorientierte Simulation
Die ereignisorientierte Simulation verwaltet eine Liste von definierten Ereignissen. Durch
ein Ereignis E;, welches zum Zeitpunkt t; eintrifft, wird in der Simulation nach defi-
nierten Regeln eine Zustandsanderung innerhalb des Modells ausgelost. Durch die Zu-
standsiibergange treten weitere Ergebnisse ein, die das dynamische Ablaufgeschehen des
modellierten Systems wiedergeben.

3. Vorgangsorientierte Simulation
Im Gegensatz zur ereignisorientierten Simulation, bei der Systemzustande definiert und
durch Ereignisse beschrieben werden missen, wird bei der vorgangsorientierten Simulation
das dynamische Ablaufgeschehen aus der Sicht einer zu bearbeitenden Last beschrieben.
Es werden Lastzustande definiert, die den Weg der Last durch das System wiedergeben.
Zu jedem Zeitpunkt befindet sich die Last in einem bestimmten Zustand.

Simulative M odellbildungstechniken liefern auch Ergebnisse fur Modelle, die wegen ihrer Kom-
plexitat nicht durch analytische Methoden erfaf3bar sind. Hierbei ist alerdings der Program-
mieraufwand und die zu erwartende Laufzeit des Simulationsprogramms nicht zu unterschétzen.
In [Jai9l] findet der interessierte Leser eine detaillierte Einfuhrung in die Leistungsbewertung
mittels simulativer Modellbildungstechniken.

2.3.2.2 Analytische Modellbildungstechniken

Bel der analytischen Leistungsbewertung werden auf mathematischem Weg Beziehungen zwi-
schen fundamentalen Systemgrof3en und relevanten Leistungsgrofien hergeleitet. Dabei entsteht
ein Spannungsfeld zwischen der Genauigkeit des Modells und dessen mathemati scher Handhab-
barkeit. Analytische Modelle lassen sich in stochastische und operationelle Model le unterteilen.

Stochastische Modelle: Bel den stochastischen Modellen sind die Systemparameter (z.B. Bear-
beitungszeiten oder Ankunftszeiten) als Zufallsvariablen und das Systemverhalten durch
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stochastische Prozesse modelliert. Die Ergebnisse der Analyse sind dementsprechend auch
statistisch verteilte L e stungsgrofien. Die Systembeschreibung erfolgt in einer Model lwelt,
die sich wahrscheinlichkeitstheoreti scher Beschreibungstechniken bedient.

Operationelle Modelle: Bei den operationellen Modellen werden keine wahrscheinlichkeits-
theoretischen Konzepte fur die Modellierung der Systemparameter benutzt. Das System-
verhaten wird wahrend einesfesten Zeitintervalls beobachtet, wobei einfach zu erfassende
Basisgrofien gemessen werden. Aus diesen Basisgrofen werden anschlief3end durch ein-
fache mathematische Verfahren andere Leistungsgrofien abgeleitet, deren Messung zu
aufwendig ware.

Die Beschrankung auf ein festes Beobachtungsintervall fuhrt zu einer wesentlich einfacheren
Bestimmung der Leistungsgrof3en als bel der stochastischen Modellbildung. Deren Vorteil sind
jedoch einfache und schnelle Algorithmen und leicht zu interpretierende Beziehungen zwischen
den Modellparametern und den relevanten Leistungsgrofien. Es ist aber oft schwierig, fur kom-
plexe Systeme exakte analytische Modelle zu bilden.

Bel der in dieser Diplomarbeit zu bewertenden PAPER-Architektur handelt es sich um das Kon-
zept einer parallelen Kommunikations-Controller-Architektur, fur das noch keine Hardware-
Readlisierung existiert. Ausdiesem Grund ist eine L ei stungsbewertung nur durch Model I bildungs-
techniken moglich. Eine Untersuchung des Leistungsverhaltens auf der Basis der simulativen
Modellbildungstechnik wurde im Rahmen des Forschungsprojekts PIKOM durch die Entwick-
lung eines Emulators fur die PAPER-Architektur durchgefiihrt. In der vorliegenden Arbeit erfolgt
die Leistungsbewertung der PAPER-Architektur auf der Abstraktionsebene der analytischen Mo-
dellbildungstechnik. Da die Ablaufe innerhalb der Architektur zum jetzigen Zeitpunkt durch
ein hohes Mal3 an Unbestimmtheit charakterisiert sind, wird dabei die stochastische Methode
eingesetzt. Diese wird im folgenden Abschnitt naher erlautert.

2.4 Stochastische Methoden bei der analytischen Lei-

stungsbewertung

Um bei der analytischen Leistungsbewertung verlafdliche Aussagen mit einem vertretbaren Auf-
wand machen zu konnen, kommt der Modellerstellung eine zentrale Bedeutung zu. Dabei soll
ein Modell die Eigenschaften eines realen Systems so genau wie moglich erfassen, andererseits
mul3 das Modell noch mathematisch handhabbar sein.

Es gibt verschiedene Alternativen zur Abbildung des Systemverhaltensin eine Modellwelt. Bel
der stochastischen Leistungsbewertung werden haufig Warteschlangenmodelle oder stochasti-
sche Petri-Netze verwendet. Beide Modellierungsformen sind von einer Untermenge der stocha-
stischen Prozesse abgeleitet: den Markov-Prozessen (= Abschnitt 4.2.3). Das dynamische Ab-
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laufgeschehen wird durch eine Menge von Zustanden und den zugehorigen Zustandstibergangs-
wahrscheinlichkeiten dargestellt.

Der Vorteil der Modellierung mittel s Warteschlangenmodel len oder stochastischen Petri-Netzen
liegt in der Beschreibungsform der Systemkomponenten und deren Verhalten: Das Modell ba-
sert in einem hohen Mal3e auf einer graphischen und nicht so sehr auf einer mathematischen
Beschreibung. Bei der Analyseist eine genaue Kenntnis der zugrunde liegenden mathemati schen
Theorie nicht unbedingt notwendig. Warteschlangenmodelle konnen unter bestimmten Voraus-
setzungen direkt berechnet werden, ohne das zugrunde liegende Markov-Model | zu losen. Bei der
Verwendung von stochastischen Petri-Netzen ist das bis jetzt nicht so einfach moglich [Pag86],
daes sich bel diesen um ein sehr junges Hilfsmittel zur Modellierung handelt, das noch nicht so
weit erforscht worden ist wie die Warteschlangentheorie.

Die Modellerstellung 183t sich in drei Schritten durchf uhren:

1. Konfigurationsbeschreibung
2. Lastbeschreibung
3. Modellbeschreibung

Bel der Modellerstellung kommt es zunachst darauf an, die wichtigsten, d.h. fur die Leistungsbe-
wertung interessanten Systemkomponenten quantitativ zu beschreiben und deren I nteraktionen zu
erfassen (Konfigurationsbeschreibung). Um das dynamische Ablaufgeschehen innerhalb des Sy-
stems bestimmen zu kdnnen, miissen die Gesetzmaldigkeiten bei der Abwicklung der Auftragslast
identifiziert und beschrieben werden. Die Parameter fur die Lastbeschreibung werden entweder
gemessen, geschéatzt oder aus anderen Grofien hergeleitet. Daran zeigt sich, dal3 die Quantifi-
zierung der Lastbeschreibung oftmals von Ungenauigkeiten gepragt ist. Auf der Grundlage der
Konfigurations- und Lastbeschreibung kann die modellhafte Erfassung des Ablaufgeschehens
erfolgen. Dieser Abstraktionsschritt erfolgt in eine Modellwelt, die die Basis fur die Modell-
beschreibung bildet. Wegen ihrer gut erforschten Handhabbarkeit ist die Modellwelt in vielen
Fallen die Warteschlangentheorie. Diese wahrscheinlichkeitstheoretische Modellierungstechnik
sollte verwendet werden [Her87], wenn

e komplexe deterministische Vorgange mittels stochastischer Prozesse angenahert werden
sollen,

e die zu beschreibenden Ablaufe durch einen hohen Grad an Unbestimmtheit charakterisiert
sind,

¢ nicht gentigend Informationen tiber das Ablaufverhalten innerhalb des zu modellierenden
Systems vorliegen.

Geradein der Entwurfs- und Entwicklungsphase eines Systemstreffen diedrei genannten Griinde
fur eine wahrscheinlichkeitstheoretische Modellierungstechnik mittels Warteschlangen zu. Bel
den Warteschlangenmodellen (= Kapitel 4) wird die Lastbeschreibung bzw. das Ablaufgeschehen
mittel sstochastischer Prozesse beschrieben. DieLastbeschreibung gliedert sich dabei in Angaben
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Uber:

e den Ankunftsprozel3 (die fir jede typische Last durch Zufallsvariablen charakterisierten
Ankunftszeitpunkte),

¢ den Bedienprozel? (die fur jede typische Last und modellierte Systemkomponente durch
Zufallsvariablen charakterisierte Bedienzeitanforderung).

Das Bediensystem, aso die einzelnen Systemkomponenten, werden durch Angaben tiber die

Art und Anzahl der Bedieneinheiten,

Bedienzeiten fur eine typische Last,

Systemstruktur (Verbindungswege innerhalb des Modells),
Bearbeitungsstrategie

charakterisiert.

Zusammenfassend al3t sich sagen, dal3 sich das Vorgehen fir die analytische Leistungsbewertung
im wesentlichen aus vier Vorgangen zusammensetzt:

1. Modellbildung
Abstraktion eines Systemsin eine Modellwelt

2. Analyse
Systematische Untersuchung des Modells nach vorher definierten Zielen

3. Bewertung
Die durch die Anayse erhaltenen Ergebnisse werden in Bezug auf ihre Aussagefahigkeit
bewertet und die Analyse u.U. mit neuen Startparametern wiederholt

4. Ubertragung auf die Realitat
Die erhaltenen Ergebnisse werden auf das reale System Ubertragen oder bei der weiteren
Entwicklung berticksichtigt.

2.5 Literatur zur Leistungsbewertung

Einen umfassenden Uberblick zum Thema Leistungsbewertung ist in dem Buch , The Art of
Computer Systems Performance Analysis' von R. Jain [Jai91] zu finden. Auch in [Lan92] und
[Kob78] werden alle Bereicheder L eistungsbewertung umfassend dargestellt. [Mar90] beschreibt
die stochastischen Methoden mittels Warteschlangen und stochastischer Petri-Netze. In [Pet81]
und [Pag86] wird die analytische L eistungsbewertung durch stochastische Petri-Netze erlautert.
Die operationelle Leistungsbewertung mittels Warteschlangen steht in [Laz84] im Vordergrund.
In den Buchern [Kle75], [Kle76], [Bol89], [Kin90] und [Gro74] wird eingehend auf die Lei-
stungsbewertung mittel s Warteschlangenmodellen und deren L dsungen eingegangen.



3. Die PAPER-Architektur

Die PAPER!-Architektur ist eine abstrakte, auf Petri-Netzen basierende Architektur zum Entwurf
eines M ehrprozessor-Kommunikations-Controllers. Durch die parallele Verarbeitung von Proto-
kollen soll die Leistung des Datenaustausches zwischen Rechensystemen erhoht werden, um der
Ubertragung von immer groRRer werdenden Datenmengen auf immer schnelleren Ubertragungs-
medien gerecht zu werden.

Petri-Netze bieten die Moglichkeit, parallele Prozesse formal zu beschreiben [Bau90]. Auf eine
Beschreibung der Petri-Netze soll verzichtet werden, dasie den Umfang der vorliegenden Arbeit
sprengen wirde. Grundlegende A ussagen Uber Petri-Netze sind in [Rei82], [Son91] und [Pet81]
zu finden.

Von der GMD Darmstadt wurden im Rahmen des Forschungsprojekts PROSI T2 die Produktnetze
als spezielle Form von hoheren Petri-Netzen zur Spezifikation und Implementierung von Pro-
tokollen entwickelt [BOP89]. Diese weisen im Vergleich zu den ,,normalen” Petri-Netzen die
folgenden Charakteristika auf:

¢ Die Marken konnen einen Wert besitzen.

¢ DieTransitionen besitzen einen bool eschen Ausdruck als erweiterte Schaltbedingung. Zum
Schalten einer Trangition ist nicht nur die Existenz von Marken in den vorliegenden Stellen
erforderlich, sondern der boolesche Ausdruck muf3 ebenfalls erfullt sein.

¢ Kantenbeschriftungen geben an, wie die Marken beim Schalten einer Transition verandert
werden. Sie beeinflussen die Schaltregel einer Transition.

Auf der Basis der eingeschrankten Produktnetze [Rup91] sind im Verlauf des Forschungspro-
jekts PIKOM die PENCIL3-Netze entwickelt worden. Diese besitzen verschiedene Arten von
Stellen (Einfach-, Mehrfach- und FIFO-Stellen). Als Schnittstelle zwischen dem als PENCIL-
Netz formalisierten Kommunikationsprotokoll und der zu verwendenden Hardware wurde die
Programmiersprache PENCIL/C* entwickelt, die eine Erweiterung von ANSI-C ist. Eine genaue
Definition von PENCIL/C istin [Eng92] enthalten. Das Protokoll wird alSPENCIL-Netz in PEN-
CIL/C implementiert und durch einen speziellen Compiler [Gro93] in ANSI-C-Code Ulbersetzt.
Der so erhaltene Programm-Code kann dann auf verschiedenen Hardware-Plattformen, fur die
ein ANSI-C-Compiler existiert, zur Ausfuhrung gebracht werden. |m augenblicklichen Stadium
des Forschungsprojekts PIKOM ist noch keine Hardware-Realisierung der PAPER-Architektur
auf der Basis eines Parallelrechners existent. Es wurde aber ein Emulator entwickelt, durch den

! Petri Net Based Parallel Architecture for Protocol Engineering and Redlization

2 PROtokoll Spezifikation, | mplementierung und Test

3 PEtri Net based Communication Protocol | mplementation L angugage

4 PEtri Net based Communication Protocol | mplementation L angugage/extending C
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im Zusammenwirken mit dem PENCIL/C-Compiler Aussagen uiber das Verhalten der PAPER-Ar-
chitektur moglich sind. Desweiteren wird an einer Implementierung der PAPER-Architektur auf
einem Transputer-Cluster gearbeitet ([Stro4], [Pet94]).

3.1 Das funktionale Konzept der PAPER-Architektur

Das Zidl der PaPER-Architektur ist die paralele Verarbeitung von Protokollen durch einen
M ehrprozessor-Kommunikations-Controller. Die Organisation der parallel arbeitenden Kom-
ponenten des Protokolls erfolgt dabei durch ein PENCIL-Netz. Die Transitionen des PENCIL-
Netzes bilden die PENCIL/C-Prozeduren, durch die die Aktionen des Protokol I sbeschrieben und
ausgefuihrt werden. Sie bestehen aus einer Aktivierungsbedingung und einem Anweisungsteil.
Ist die Aktivierungsbedingung erfillt, kann die Transition schalten. Aus Transitionssicht bilden
die vor- und nachliegenden Stellen die Ein- und Ausgabeparameter der Prozeduren. Gemein-
same Stellen dienen den Transitionen zur Kommunikation untereinander. Das PENCIL-Netz
beschreibt die Datenabhangigkeiten zwischen den einzelnen Protokoll-Prozeduren und steuert
somit den Ablauf der Prozeduren.

Die Abarbeitung des als PENCIL-Netz formalisierten Protokolls auf einer Mehrprozessor-
Hardware setzt innerhalb der PAPER-Architektur eine zweistufige Hierarchie voraus. Auf der
oberen Hierarchiestufe missen die Schaltbedingungen und Interferenzen der Transitionen kon-
trolliert werden, wahrend die untere Stufe das Schalten (Feuern) der Transitionen Ubernimmt.
Die Paper-Architektur besteht daher aus einer Kontrolleinheit und einer Ausfuhrungseinheit.

obereHierarchiestufe untereHierarchiestufe

Kontrolleinheit kontrolliert —» Ausfihrungseinheit

Abbildung 3.1: Das funktionale Konzept der PAPER-Architektur

3.2 Die Elemente der PAPER-Architektur

Wie oben beschrieben, setzt das parallele Abarbeiten eines PENCIL-Netzesinnerhal b der PAPER-
Architektur einefunktionale Trennung in zwel Ebenen voraus. Dasist zum einen die Kontrollein-
heit, diedie Ausfuhrung desPENCIL-Netzes steuert und zum anderen die Ausfuhrungseinheit, die
die durch das PENCIL-Netz formalisierten Protokollaktionen ausfiihrt. Die Kontrolleinheit stellt
somit die Transitionen zur Verfiigung, deren Transitionsfunktionen in der Ausfiihrungseinheit ab-
gearbeitet werden. Die Abbildung 3.2 zeigt den Aufbau und die Elemente der PAPER-Architektur,
die im folgenden naher beschrieben werden.
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Kontrolleinheit

-+

Inzidenzspeiche

Sperrvektor |«

\ 4

v

v v Auswerter
Aktivierer |«

Deaktivierer
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A

Auswertung der
Schaltbedingungen

Aktivierungs- Deaktivierungs-
akete _ ket
P Markenspeicher pakete
A
Markenbus
>
A T y T y
Schaltmaschine 1 Schaltmaschine 2 ooe Schaltmaschina
globaler Bus
DMA Timer
globaler Speicher

Netz-Schnittstelle Host-Schnittstelle

Ausflihrungseinheit

Abbildung 3.2: Die Elemente der PAPER-Architektur
3.2.1 Die Kontrolleinheit

Die Aufgabe der Kontrolleinheit ist es, aufgrund der aktuellen Markierung des PENCIL-Netzes
schaltfahige Transitionen zu ermitteln. Die Leistungsfahigkeit der Kontrolleinheit bestimmt somit
imwesentlichen auch die L eistungsfahigkeit der gesamten PAPER-Architektur. Je mehr schaltfahi-
ge Transitionen je Zeiteinheit gefunden werden, desto grof3er ist die Anzahl von moglicherweise
parallel auszufiihrenden Protokollaktionen. Ist namlich die Zeit fur die Ermittlung von akti-
vierten Transitionen grof3er als deren Ausfihrungszeit, so wird die Moglichkeit der parallelen
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Ausfuihrung von Transitionsfunktionen eingeschrankt oder sogar unmoglich gemacht.

Bel der Ermittlung von schaltfahigen Transitionen mul? die Konsistenz des PENCIL-Netzes
sichergestellt sein. Die Moglichkeit des Schaltens einer Transition hangt sowohl von der Schalt-
bedingung als auch vom zugehorigen Eintrag im Sperrvektor ab. Eine Transition t ist gesperrt,
wenn sie eine Eingabestelle hat, die gleichzeitig Ausgabestelle einer schaltenden Transition t’ ist,
welche den Inhalt dieser Stelle verandern kann.

DieKontrolleinheit besteht im wesentlichen aus den drel ausfiihrenden Komponenten Auswerter,
Aktivierer und Deaktivierer. Diese Komponenten konnen aus einem Standardprozessor oder
einemfir diejewellige Aufgabe zugeschnittenen Spezial prozessor bestehen. Durch eine Pipeline-
Verarbeitung wird eine Parallelisierung bei der Transitionsaktivierung erreicht.

e Der Auswerter wertet aus der aktuellen Markierung des PENCIL-Netzes die Schaltbedin-
gungen der Transitionen aus. Er tUbergibt einen Bitvektor an den Aktivierer, der anzeigt
welche Transitionen schaltfahig sind.

e Der Aktivierer Ubernimmt die vom Auswerter a's schaltfahig erkannten Transitionen. Die-
se Transitionen werden auf Interferenzen mit anderen, gerade im Schaltvorgang befindli-
chen Transitionen, getestet. Dazu werden die vom Auswerter als Bitvektor Ubergebenen
Transitionen mit dem Inhalt des Sperrvektors verglichen. Ist eine als schaltfahig erkannte
Transition dort nicht gesperrt, so wird sie aktiviert. Dabei sperrt der Aktivierer ale Tran-
sitionen, die durch gemeinsame Stellen im Nachliegerbereich der aktivierten Transition
zu dieser indirekt inzident sind. Die zugehorigen Informationen beinhaltet der Inzidenz-
gpeicher. Danach wird die aktivierte Transition zum Schalten an die Ausfuhrungseinheit
weitergeleitet.

e Der Deaktivierer nimmt die Transitionen, diein der Ausfilhrungseinheit geschaltet haben
von dieser entgegen. Er leitet die Marken, die durch das Schalten der Transition generiert
worden sind, an den Auswerter weiter und entsperrt die Transitionen, die vom Aktivierer
zum Schalten der zu bearbeitenden Transitionen gesperrt wurden.

Neben den ausfuihrenden Komponenten besitzt die Kontrolleinheit noch zwei Speicherelemente:

1. Der Inzidenzspeicher enthalt die stati schen Informationen iber die Struktur des PENCIL-
Netzes, d.h. Uber die Inzidenzen dieses Netzes.

2. Der Sperrvektor beinhatet die Informationen tiber die Verfugbarkeit von Transitionen.
Fir jede Transition existiert dort ein Eintrag welcher anzeigt, ob eine Transition gesperrt
ist oder nicht. Durch den Sperrvektor werden die Zugriffe auf den Markenspeicher, der die
aktuelle Markierung des PENCIL-Netzes enthalt, synchronisiert. Dadurch ist gesichert,
da3 die Transitionen auf der aktuellen Markierung des PENCIL-Netzes arbeiten und somit
keine unzul assigen Protokollaktionen ausgef uihrt werden konnen.
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3.2.2 Die Ausfiihrungseinheit

Die Ausfuhrungseinheit besteht aus mehreren Schaltmaschinen. Darunter sind normal e, sequen-
tiell arbeitende Prozessoren zu verstehen, die das Schalten der von der Kontrolleinheit aktivierten
Transitionen, also das Ausfuhren der Transitionsfunktion, Ubernehmen. Die Schatmaschinen-
anzahl der PAPER-Architektur hangt von der Anzahl der verfiigbaren Prozessoren der Parallelar-
chitektur ab und kann auf die Anzahl der parallel ausfuihrbaren Protokollaktionen abgestimmt
werden.

Die Schaltmaschinen sind Uiber einen Bus mit dem Markenspeicher verbunden. Dieser enthalt
die aktuelle Markierung des gesamten PENCIL-Netzes. Durch den Markenspeicher wird der
aktuelle Zustand des PENCIL-Netzes und somit auch des Protokolls wiedergegeben.

Neben dem Markenbus sind die Schaltmaschinen Uiber einen weiteren Bus mit der Host- und der
Netzwer kschnittstelleverbunden. Uber |etztere werden Datenpakete gesendet, bzw. empfangen.
Ereignisse an der Host- oder Netzwerkschnittstelle erzeugen Interrupts, die von der Interrupt-
Logik der Schaltmaschinen bearbeitet werden und das Erzeugen von Marken in bestimmten
Stellen verursachen. Uber diesen globalen Bus sind auch Timer mit den Schaltmaschinen ver-
bunden. Diese werden unter bestimmten Umstanden wahrend des Schaltens von Transitionen
gesetzt. Ist ein solcher Timer abgelaufen, wird ein Interrupt ausgeldst. Uber den globalen Bus
konnen die Schaltmaschinen noch mit weiteren Komponenten, wie z.B. DMAS -Bausteine, ver-
bunden werden.

Zur Behandlung von Interrupts und anderen externen Ereignissen ist innerhalb der PAPER-Ar-
chitektur kein explizites Ausfiihrungselement vorgesehen. Deshalb miissen alle diese Ereignisse
durch die Ausfuhrungseinheit verwaltet werden. Dabei reicht esjedoch aus, nur auf das Auftreten
eines sol chen Ereignisses zu reagieren und dieses dann der Kontrolleinheit mitzuteilen. Auf diese
Weise kann ein weiteres Reagieren auf externe Ereignisse direkt im PENCIL-Netz spezifiziert
werden.

Die PaPer-Architektur stellt einen globalen Speicher zur Verfigung. Dieser kann von den
Transitionen zur Speicherung von gemeinsam benotigten Daten benutzt werden. Jeder Zugriff
durch die Schaltmaschinen auf den globalen Speicher erfolgt Uber den globalen Bus, weshalb
von der Benutzung des globalen Speichers im Hinblick auf eine moglichst verzogerungsfreie
Protokollverarbeitung nur wenig Gebrauch gemacht werden sollte.

3.2.3 Die Verbindung von Kontroll- und Ausfiihrungseinheit

Die Kontroll- und die Ausfiihrungseinheit sind durch zwei FIFO®-Warteschlangen miteinander
verbunden (= Abbildung 3.2). Eine Warteschlange verbindet den Aktivierer mit den Schaltma-
schinen. Uber dieseWarteschlange gelangen die aktivierten Transitionen als Aktivierungspakete

5 Direct Memory Access. Diese Bausteine konnen selbstandig Daten sowohl im Speicher umkopieren als auch
von einer Schnittstellein den Speicher und umgekehrt
6 First In, First Out
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zum Schalten in die Schaltmaschinen. Die andere Warteschlange nimmt die Transitionen, die
geschaltet haben, a's Deaktivierungspakete von den Schaltmaschinen entgegen und leitet sie zum
Deaktivierer weiter. Durch diese beiden Warteschlangen ist eine Synchronisation zwischen der
Kontrolleinheit und der Ausfihrungseinheit gewahrleistet.

Wieim Kapitel 2 ausgefiihrt wurde, erfolgt die Leistungsbewertung der PAPER-Architektur durch
die Verwendung von stochasti schen Bewertungsmethoden. In diesem Zusammenhang lassen sich
durch Warteschlangenmodelle Bewertungsaussagen mit einem vertretbaren Aufwand machen.
Der Vortell der Warteschlangenmodel leliegt —im Gegensatz zu den stochasti schen Petri-Netzen—
in der einfachen Handhabbarkeit der zugrunde liegenden mathemati schen Modelle. Die Elemente
der Warteschlangentheorie, diefiir denweiteren Verlauf dieser Arbeit von Bedeutung sind, werden
im folgenden Kapitel vorgestellt.



4. Warteschlangentheorie

Die Warteschlangentheorie hat [hre Wurzeln in den Arbeiten von A.K. Erlang am Anfang dieses
Jahrhunderts [Erl09]. Nach anfanglichen Akzeptanzschwierigkeiten entwickelte sich daraus im
Laufe der Zeit eine eigene Wissenschaft. Seit den sechziger Jahren wird die Warteschlangen-
theorie als Hilfsmittel bei der Modellierung und Leistungsbewertung eingesetzt.

4.1 Die Beschreibung von Warteschlangensystemen

Innerhalb der Warteschlangentheorie versucht man Antworten auf Fragen der Art

e Wielange mul3 ein Kunde warten?
e Wieviele Kunden befinden sich in der Warteschlange?
e Wie grol3 muf3 der Warteraum dimensioniert werden?

zu finden. Der Begriff ,Kunde' umfaldt ein breites Spektrum an Bedeutungen. Seine genaue
Bedeutung ist vom jeweiligen Kontext abhangig.

Ein Warteschlangensystem setzt sich aus zwel Komponenten zusammen:

1. der Warteschlange (queue),
2. der Bedienstation (service center).

Bedieneinheit mit
—_— > einer oder mehre-/——mm—m—mo———08u5
AnkunftsprozeR ren Bedienstationen AbgangsprozeR

Abbildung 4.1: Der allgemeine Aufbau eines Warteschlangensystems

Die Kunden betreten das Warteschlangensystem Uiber die Warteschlange. Sie verweilen dort,
falls die Bedienstation durch einen anderen Kunden belegt ist, oder werden bei einer freien
Bedienstation sofort bedient.

Ein Warteschlangensystem & sich durch die folgenden Charakteristika beschreiben:

e den Ankunftsprozef3 der Kunden
den Bedienprozel3 innerhal b einer Bedienstation
die Anzahl der Bedieneinheiten (server) innerhalb der Bedienstation

die Warteschlangendisziplin (Bedienstrategie)

16
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¢ die Systemkapazitat

Der AnkunftsprozeB der Kunden

Der Ankunftsprozef3bildet den Input eines Warteschlangensystems. Dieser wird durch diedurch-
schnittliche Anzahl von Kunden je Zeiteinheit (mittlere Ankunftsrate) oder durch die Zeit, die
durchschnittlich zwischen aufeinanderfolgenden Ankiinften liegt (mittlere Zwischenankunfts-
zeit) quantifiziert. Sind diese Werte bekannt, spricht man von einem deterministischen An-
kunftsprozef3. Lassen sich die Werte fur die mittlere Ankunftsrate oder die mittlere Zwischenan-
kunftszeit nicht mit Sicherheit angeben, so spricht man von einem stochasti schen Ankunftsprozels.
Ein stochastischer Ankunftsprozef3 wird durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung und den zu-
gehorigen stochastischen Prozef3 beschrieben.

Der Ankunftsprozef3 &3t sich auch durch sein Zeitverhaten charakterisieren. Verandern sich die
Parameter der Wahrscheinlichkeitsverteilung im Laufe der Zeit, so nennt man den Ankunftspro-
zel3 nicht-stationar. Ist er zeitunabhangig, so wird er stationar genannt.

Der BedienprozeB innerhalb der Bedienstation

Die Beschreibung des Bedienprozesses ist ahnlich dem des Ankunftsprozesses. So wird auch
der Bedienprozel3d durch eine Rate (Anzahl von bedienten Kunden je Zeiteinheit) oder durch die
Zeit (Bedienzeit fur einen Kunden) quantifiziert. Ebenso kann der Bedienprozef3 deterministisch
oder stochastisch sein. Im letzten Fall bendtigt man eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zur
Beschreibung des Bedienprozesses.

Die Anzahl der Bedieneinheiten innerhalb der Bedienstation

DieBedienstation kann aus einer oder mehrerenidentischen parallel arbeitenden Bedieneinheiten
bestehen.

Die Warteschlangendisziplin (Bedienstrategie)

Durch die Bedienstrategie wird festgelegt, welcher Kunde aus der Warteschlange als nachstes
bedient wird. Die wichtigsten Bedienstrategien sind:

FCFS (First-Come-First-Served):
Die Kunden werden in der Reihenfolge ihrer Ankunft bedient.

LCFS (Last-Come-First-Served):
Der zuletzt angekommene Kunde wird al's nachster bedient.

S RO (Service-In-Random-Order):
Die Auswahl des nachsten Kunden erfolgt zufallig.
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RR (Round Robin):
Ist die Bedienung eines Kunden nach einer fest vorgegebenen Zeitspanne noch nicht
beendet, so wird der Kunde verdrangt und wieder in die Warteschlange eingereiht, die
nach FCFS abgearbeitet wird. Dies wird so oft wiederholt, bis der Kunde vollstandig
bedient worden ist.

PS (Processor Sharing):
Entspricht RR mit sehr kleinen Zeitspannen. Dadurch entsteht der Eindruck, als ob alle
Kunden gleichzeitig bedient wiirden mit entsprechend langerer Bedienzeit.

Satische Prioritaten:
Die Auswahl erfolgt nach fest vorgegebenen Prioritaten der Kunden.

Dynamische Prioritaten:
Die Auswahl erfolgt nach dynamischen Prioritéten, die sich in Abhangigkeit der Zeit
andern.

Prioritéats-Disziplinen konnen unter brechend (preemptive) oder nichtunter brechend (nonpreemp-
tive) sain.

Unterbrechende Prioritats-Disziplin:
Ein gerade in Bedienung befindlicher Kunde niedriger Prioritat wird bei der Ankunft eines
Kunden hoherer Prioritét unterbrochen. Nach der Abarbeitung des hoher priorisierten
Kunden wird die Bedienung des Kunden mit der niedrigeren Prioritat fortgesetzt.

Nichtunterbrechende Prioritats-Diszplin:
Erst nach Abarbeitung des gerade in Bedienung befindlichen Kunden wird ein Kunde einer
hoheren Prioritétsklasse bedient.

Ist die Kundenanzahl innerhalb einer Prioritatsklasse grof3er Eins, so muld innerhalb der Prio-
ritétsklasse eine Auswahl getroffen werden.

Die Systemkapazitit

Die Systemkapazitat bezieht sich auf die physikalische Grofie der Warteschlange. Wenn die
Warteschlangenlange diese Grof3e erreicht hat, konnen neue Kunden das System erst wieder
betreten, wenn ein Kunde fertig bedient worden ist.

4.1.1 Kendall’sche Notation

Zur einheitlichen Beschreibung von Wartesystemen hat sich die Kendall’ sche Notation [Ken53]
durchgesetzt. Diese besteht aus einer Folge von Buchstaben und Zahlen, die durch / getrennt
werden. Die generische Kendall-Notation lautet:

A/Blc/n/plS
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Hierbei kennzeichnet A die Verteilung der Zwischenankunftszeiten und B die Verteilung der
Bedienzeiten. Die Anzahl der identischen Bedieneinheiten innerhalb der Bedienstation wird mit
c (c > 1) angegeben. Das vierte Feld, n, gibt die Systemkapazitat an. Durch den Buchstaben
p wird die Anzahl von potentiellen Kunden quantifiziert. Die letzte Position der generischen
Kendall Notation bezieht sich auf die Warteschlangendisziplin.

Fur A (die Vertellung der Zwischenankunftszeit) und B (die Verteilung der Bedieneinheiten)
werden traditionell die folgenden Symbole verwendet:

M Exponential verteilung?,

Ey Erlang-Verteilung mit k Phasen,

Hy Hyperexponentia verteilung mit k Phasen,

Cxk Cox-Verteilung mit k Phasen,

D Deterministische Verteilung, d.h. die Zwischenankunfts- bzw. Bedienzeiten sind
konstant,

G Allgemeine Verteilung,

Gl Allgemeine unabhangige Verteilung.

Oft werden zur Beschreibung von Wartesystemen nur dieersten drei Positionen der Kendall’ schen
Notation angegeben. Dann geht man von einer unendlichen Systemkapazitat, einer unendlichen
Anzahl von potentiellen Kunden und der FCFS-Warteschlangendisziplin aus.

4.2 Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen

Wie schon im vorangegangenen Abschnitt angedeutet, wird in der Warteschlangentheorie das
Verhalten eines Modells durch einen stochastischen Prozef3 modelliert. Dementsprechend sind
auch die Leistungsmerkmal e stochastisch verteilt.

Da zur Analyse von Modellen, die auf stochastischen Warteschlangensystemen basieren, be-
stimmte Kenntnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie Voraussetzung sind, soll im folgenden ein
einleitender Uberblick tiber diese gegeben werden.

4.2.1 Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable X ist eine Funktion, die das Ereignis eines zufallsbedingten Vorganges
ausdriickt. In einem stochasti schen Warteschlangensystem ist z.B. die Zeit zwischen der Ankunft
zweier aufeinanderfolgender Kunden oder die Verweilzeit der Kunden im Warteschlangensystem
eine Zufallsvariable. Zufallsvariablen konnen kontinuierliche oder diskrete Werte annehmen. Aus
diesem Grund unterscheidet man zwischen kontinuierlichen und diskreten Zufallsvariablen.

! Die Exponentialverteilung wird durch M bezeichnet, um Konflikte mit der Erlang-Verteilung zu vermeiden. Es
wurde M gewahlt, da die Exponentia verteilung die Markov-Eigenschaft erfiillt.
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4.2.1.1 Diskrete Zufallsvariablen

Eine Zufalsvariable X, die nur diskrete Werte annehmen kann, wird als diskrete Zufallsvariable
bezeichnet. Die diskreten Werte sind im allgemeinen ganze Zahlen. Die diskrete Zufallsvariable
wird durch die moglichen Werte, die sie annehmen kann und die Wahrscheinlichkeiten fur diese
Werte beschrieben. Die Menge dieser Wahrscheinlichkeiten nennt man Wahrscheinlichkeitsver-
teilung.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer diskreten Zufallsvariablen X ist durch die Wahrschein-
lichkeitsfunktion

pk = P{X=k}, k=0,1,2,... (4.1

gegeben. Also durch die Wahrscheinlichkeiten, dal3 die Zufallsvariable X den Wert k annimmt.
Dabel mul3 gelten:
P{X=k} > 0, vk
> P{x=k} =1

alle k

Aus der Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten Verteilung (= Gleichung (4.1)) lassen sich
weitere wichtige Parameter ableiten:

e Erwartungswert oder Mittelwert:
X=E[X]=> k-P{x=k} (4.2)
alle k

e N-tes Moment:
XN = EX"] = Z K" P{x=k}
alle k

Das n-te Moment ist der Erwartungswert der n-ten Potenz von X. Das erste Moment von X
ist der Erwartungswert von X.

e n-tes zentrales Moment:

(X=X =E[(X <E[X]D" = > (keX)"- P{xX=k}
alle k

Das n-te zentrale Moment ist der Erwartungswert der n-ten Potenz der Differenz zwischen
X und dem Erwartungswert von X.

e Das zweite zentrale Moment bezeichnet man alsdie Varianz von X:
0% =var(X) = (X &X)2 = \? &Y
oy heifl3t Sandardabweichung.
e Der Varianzkoeffizient ist die normierte Standardabwei chung:
IX

CX:T

Der Varianzkoeffizient ¢y, die Standardabweichung oy und die Varianz var(X) geben an, wie
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stark der Wert der Zufalsvariablen X im Mittel vom Erwartungswert abweicht. Ist

Cy = oy = var(X) =0,

S0 bedeutet das, dal? die Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeit Eins einen festen Wert e nnimmt.

4.2.1.2 Kontinuierliche Zufallsvariablen

Kann eine Zufalsvariable ale rellen Werte eines Intervalls[a, b] € IR annnehmen, d.h. oo <
a < b < +oo, wird sie as kontinuierliche Zufallsvariable bezeichnet. Eine kontinuierliche
Zufdlsvariable a3t sich durch die zugehorige Verteilungsfunktion

Fy(9) = P{X<x}

beschreiben. Diese gibt fur alle Werte x aus der Wertemenge von X die Wahrscheinlichkeit daftir
an, dal3 der Wert der Zufallsvariablen X kleiner oder gleich einem betrachteten x ist.

Statt der Verteilungsfunktion kann die Dichtefunktion verwendet werden, die die erste Ableitung

der Verteilungsfunktion ist.
_ drx(¥)
() = =4

Die Dichtefunktion einer kontinuierlichen Zufallsvariablen entspricht der Wahrscheinlichkeits-
funktion einer diskreten Zufallsvariablen. Daher erhalt man die Formeln fur den Erwartungswert
und die hoheren Momente einer kontinuierlichen Zufallsvariablen aus denen fur diskrete Zu-
fallsvariablen, indem man die Wahrscheinlichkeitsfunktion durch die Dichtefunktion und die
Summation durch die Integration ersetzt.

Zwei weitere wichtige Eigenschaften der Dichtefunktion sind:

fy(®) >0,  ¥x

7fX(x)dx =1.

4.2.1.3 Zufallsvariablen in einem Warteschlangensystem

Wiein Abbildung 4.2 dargestellt, gibt es bei der stochastischen Analyse von Warteschlangensy-
stemen eine Reihe von Zufallsvariablen.

T Zwischenankunftszeit: Die Zeit zwischen zwel aufeinanderfolgenden Ankiinften von
Kunden.

q Wartezeit (queueing time): Das Zeitintervall zwischen der Ankunftszeit und dem
Zeitpunkt, an dem mit der Bedienung des Kunden begonnen wird.

S Bedienzeit (service time) fur einen Kunden.

r \erweilzeit (responsetime): AlsVerwellzeit wird die Gesamtheit der Zeit bezeichnet,

dieein Kundeim Wartesystem verbringt. Sieist gleich der Summe aus der Wartezeit
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Abbildung 4.2: Zufallsvariablen in einem Warteschlangensystem

g und der Bedienzeit s
r=q+s
Dar, wund s Zufallsvariablen sind, gilt fur ihre Mittelwerte im stationéren Zustand:
E[r] = E[q] + E[]. (4.3)
E[r] ist die mittlere \erweil zeit eines Kunden im Wartesystem.

Ng Anzahl von Kunden, die in der Warteschlange auf Bedienung warten (Warteschlan-
genlange).

Ns Anzahl von Kunden, die bedient werden.

n Anzahl von Kunden im Warteschlangensystem. Die Anzahl der Kunden in einem
Warteschlangensystem ist gleich der Summe aus der Anzahl der wartenden Kunden
und der Anzahl in Bedienung befindlichen Kunden.

n=ng+n;s
Dan, ng und ns Zufallsvariablen sind, gilt fur ihre Mittelwerteim stationéaren Zustand:

E[n] = E[ng) + E[ng] . (4.9

Neben den oben genannten Zufallsvariablen gibt esinnerhal b eines Warteschlangensystems noch
zwel weitere wichtige Parameter:

A Ankunftsrate
Das ist die mittlere Anzahl von Kunden, die pro Zeiteinheit eintreffen. Die An-
kunftsrate ist der Kehrwert der mittleren Zwischenankunftszeit 7.
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i Bedienrate
Durch die Bedienrate wird die mittlere Anzahl von Kunden, die je Zeiteinheit
bedient werden, quantifiziert. Die gesamte Bedienrate fur eine Bedienstation mit
c Bedieneinheitenist c- i

4.2.2 Wabhrscheinlichkeitsverteilungen

Bel der analytischen Leistungsbewertung mittels Warteschlangenmodellen sind die Zwischen-
ankunftszeit und die Bedienzeit eines Warteschlangensystems Zufallsgrof3en und durch die zu-
gehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung festgel egt.

Diein der Warteschlangentheorie gebrauchlichsten Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind die

¢ Poisson-Verteilung,

Exponentialverteilung,

Erlang-k-Verteilung,

k-Phasen-Hyperexponentialverteilung.

Da im Rahmen dieser Arbeit nur von der Poisson-\erteilung und der Exponentialverteilung
Gebrauch gemacht wird, sollen diese nun vorgestel It werden.

Definition 4.1: (Poisson-\erteilung)
Sind beliebige Ereignisse voneinander unabhangig und gibt die diskrete Zufallsvariable X
die Anzahl dieser Ereignisse an, dann ist X poissonverteilt mit dem Parameter ).

A )‘k

P{X:k} =e - E

Der Parameter A > 0 gibt die Rate an, mit der die Ereignisse eintreffen, d.h. im Mittel treten

pro Zeiteinheit A Ereignisse ein. Der Erwartungswert und die Varianz einer poissonverteilten
Zufallsvariablen X sind gleich:

E[X] = var(X) = \.

DiePoisson-Verteilungwird bei der Modellierung einer Viel zahl von zufall sbedingten Vorgangen,
bei denen die einzelnen Ereignisse unabhangig sind, benutzt:

¢ Anzahl von ankommenden Kunden in einem Warteschlangensystem,

Anzahl von Anrufen in eéinem Fernsprechnetz,
e Anzahl von Tippfehlern je Seite,
e Anzahl von Geburts- und Sterbefallen in einer Stadt.

Neben der Poisson-Verteilung ist die Exponentialverteilung in der Warteschlangentheorie die
wichtigste Wahrscheinlichkeitsverteilung.
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Definition 4.2: (Exponentialverteilung)
Eine kontinuierliche Zufallsvariable X heif3t exponentiell verteilt mit dem Parameter ), falls
ihre Dichte gegeben ist durch die Funktion

e x>0
fx(><)={ 0 <0

Die Verteilungsfunktion ist dann gegeben durch

lese™ | x>0

FX(X):P{XSX}:{ 5 o

Der Erwartungswert ist E[X] = 1 und die Varianz ist var(X) = 5.

Die Bedeutung der Exponentialverteilung liegt darin, dal3 sie die einzige kontinuierliche Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ist, die die Markov-Eigenschaft der Gedachtnidosigkeit (memoryless
property) besitzt. Ist die Zwischenankunftszeit = in einem Warteschlangensystem exponentiell
verteilt mitim Mittel 1, dann ist die Verteilungsfunktion gegeben durch:

F () =P{r<t} =1se, t> 0.

Die Eigenschaft der Gedachtnislosigkeit 1a3t sich durch die Gleichung
P{r <s+t|7r>s} =P{r <t} (4.5)

beschreiben. Ist die Zufallsvariable = die Wartezeit auf ein bestimmtes Ereignis, dann hat die
Gleichung (4.5) die folgende Bedeutung [Lan92]: Wurde bereits s Zeiteinheiten auf das Ereignis
gewartet, dann ist die Wahrscheinlichkeit dafur hochstens weitere t Zeiteinheiten zu warten
unabhangig von s. Es existiert keine Erinnerung daran, wie lange schon gewartet wurde.
P{s< 7 <s+t}
P{r >s}
_P{r <s+t} &P{s< 7}
B P{r >s}
_(lee'®t) o(lees)
- 1s(1ses)
=1ee M

=P{r <t}

P{r <s+t|r>s} =

Die mittlere Zeit bis zur Ankunft des nachsten Kunden ist also immer % unabhangig von der
Zeit seit dem letzten Ankunftszeitpunkt.

Ein weiteres wichtiges Charakteristikum der Exponentialverteilung ist die sogenannte Poisson-
Eigenschaft. Sind die Zwischenankunftszeit oder Bedienzeit in einem Warteschlangensystem
exponentiell verteilt, dannist die Zufalsvariablefir die Anzahl der Kunden, diein einem festen
Zeitintervall eintreffen bzw. bedient werden poissonverteilt. Man spricht dann auch von einem
Poisson’ schen Ankunfts- bzw. Bedienprozef3 (= Abschnitt 4.2.3.4).
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4.2.3 Stochastische Prozesse

Bel der analytischen Modellbildung und Leistungsbewertung wird das dynamische Ablaufge-
schehen mit Hilfe von Zufallsvariablen beschrieben. Wenn das Warteschlangenmodel | zum Zeit-
punkt t durch die Zufallsvariable X(t) beschrieben wird, so 1al3t es sich zum Zeitpunkt t" durch
eineandereZufallsvariable X (t") beschreiben. Das Verhalten des Warteschl angensystemsist somit
eine Menge von Zufallsvariablen {X(t),t € 7 }, bei der sich die einzelnen ZufallsgrofRen durch
den Zeitparameter t voneinander unterscheiden.

Definition 4.3: (Stochastischer Prozef3)
Eine Familievon Zufallsvariablen { X(t),t € 7 } heif3t stochastischer Prozef3. Dabei ist 7 die
Indexmenge des Prozesses. Die Menge aller Werte, die die Zufallsvariable X (t) annehmen
kann, heil3 Zustandsraum Z des stochastischen Prozesses. Jeder einzelne Wert X (t) wird
Zustand des Prozesses zur Zeit t genannt.

4.2.3.1 Kilassifizierung stochastischer Prozesse

Wird der Zustandsraum Z aus einem oder mehreren Intervallen der reellen Zahlen gebildet,
S0 heif3t der stochastische Prozef3 zustandskontinuierlich. I1st der Zustandsraum dagegen endlich
oder abzahlbar, soist der stochastische Prozef3 zustandsdi skret. Zustandsdi skrete Prozesse werden
auch als Ketten bezeichnet.

Stochastische Prozesse lassen sich auch beziglich der Indexmenge 7 klassifizieren. Ist 7 ei-
ne endliche oder abzahlbare Menge von Zeitpunkten, so spricht man von einem zeitdiskreten
stochastischen Prozef3. Zeitdiskrete Prozesse werden auch als Folgen bezeichnet. Ist 7 ein end-
liches oder unendliches Zeitintervall, dann wird der stochastische Prozef al's zeitkontinuierlich
bezeichnet.

Das Hauptkriterium zur Klassifizierung von stochastischen Prozessen ist die Abhangigkeit der
Zufallsvariablen voneinander. Es wird hierbei zwischen Markov-Prozessen und Nicht-Markov-
Prozessen unterschieden.

Ein stochastischer Prozel3wird Markov-Prozef3genannt, wenn er die Markov-Eigenschaft besitzt.
Dasist dann der Fall, wenn die zukiinftigen Zustande unabhangig von den Zustanden der Vergan-
genheit sind. Der zukiinftige Verlauf des stochastischen Prozessesist nur vom augenblicklichen
Zustand X (t) abhangig und nicht von den vorherigen Zustanden. Besitzt ein stochastischer Prozef3
diese Eigenschaft nicht, so wird er der Klasse der Nicht-Markov-Prozesse zugeordnet.

Fur die Leistungsbewertung von Rechensystemen und deren Komponenten sind vor alem die
zustandsdiskreten Markov-Prozesse (Markov-Ketten) von zentraler Bedeutung.
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4.2.3.2 Markov-Ketten

Definition 4.4: (Markov-Kette)
Ein stochastischer Prozef3 { X(t),t € 7 } ist eine zeitkontinuierliche Markov-Kette, wenn fir
dlene INundx € Z undalle {tj,tp,...,ths} Mitty <ty <... <tpy gilt:

P{X(tm.l) = Xn+1 | X(tl) = Xl,X(tz) =X2,... ,X(tn) = Xn} =
P{X(th+1) = Xne1 | X(tn) = X0}

Durch die Gleichung (4.6) wird die Markov-Eigenschaft zum Ausdruck gebracht. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Zeit, in der sich der Prozef3in den einzelnen Zustanden aufhalt, hat
somit die Eigenschaft der Gedachtnislosigkeit. Die Exponentialverteilung ist die einzige konti-
nuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilung, die diese Eigenschaft besitzt. Daraus ergibt sich die
Folgerung, dal3 alle Zustandszeiten einer zeitkontinuierlichen Markov-Kette exponentiell verteilt
sein mussen.

(4.6)

Der Ausdruck der rechten Seite in Gleichung (4.6) gibt die Ubergangswahrscheinlichkeiten der
Markov-Kette an. Dafur wird die folgende Schreibweise eingefihrt:

pij(s t) = P{X(t) =] | X(9) =i}, t>s. 4.7)

pii(s,t) ist also die bedingte Wahrscheinlichkeit daftir, dald sich der stochastische Prozefd zum
Zeitpunkt t im Zustand j befindet, falls er zum Zeitpunkt s< t im Zustand i ist.

Sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten unabhangig vom Zeitpunkt t und hangen nur von der
Zeitdifferenz 7 = t s ab, so wird die Markov-Kette homogen genannt. Die Gleichung fur die
Ubergangswahrscheinlichkeiten (4.7) kann bei homogenen Markov-K etten vereinfacht geschrie-
ben werden:

pi(r) = P{X(s+7) =] | X(5) =i} .
Firr die Ubergangswahrscheinlichkeiten einer homogenen Markov-Kette gilt:
pi(r) > 0 vijez
> opi(r) =1 Vie Z

ez

pi(7) = > pi(r 0) - py(0) (4.8)

kez

Die Gleichung (4.8) ist unter dem Namen Chapman-Kolmogorov-Gleichung fur homogene
Markov-Ketten bekannt.

Nicht nur die Ubergangswahrscheinlichkeiten p; sind das Ziel bei der Untersuchung von Markov-
Prozessen, sondern vielmehr die Bestimmung der Zustandswahr scheinlichkeiten

pi(t) = P{X® =]} . (4.9)

Die Zustandswahrscheinlichkeit p;(t) gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der sich der Prozef3
zum Zeitpunkt t im Zustand j befindet. Diese Zustandswahrscheinlichkeiten lassen sich unter



4.2 vvallfscrieliicnreitstrieorcuscric siruridiaycri -

Zuhilfenahme der allgemeinen Anfangsbedingungen p;(0) = P{X(0) =i} durch
P =D pi() - p(0), jeZ
ez
ermitteln. Die Markov-Kette ist somit durch die Initialwahrscheinlichkeiten p;(0) und durch die
Ubergangswahrscheinlichkeiten vollstandig definiert.

Die Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten unter Benutzung der Chapman-Kolmo-
gorov-Gleichung (= Gleichung (4.8)) ist jedoch schwierig. Diese werden daher mit Hilfe der
Ubergangsraten des Prozesses vom Zustand i in den Zustand j ermittelt.

" - 1, i=j
=0 t 0, songt

Da g die Rate ist, mit der der Zustand i verlassen wird, gilt:
Z aj = 0, Vie Z.

jez
Durch Differenzieren der Gleichung (4.9) nach t und durch Benutzen sowohl der Kolmogorov-
Rickwartsgleichung

dp; (t
pO,It() = pilt) - g,
kez
als auch der Kolmogorov-Vorwartsglei chung
dpj; (t
po;t( ) - > Py(t) - G
kez

kann man die zeitabhangigen Ubergangswahrscheinlichkeiten des Prozesses durch Lésen des
Differentialgleichungssystems

dpj (1) — Z pi(t) - Qi (4.109)
dt iz

bestimmen. Dieses Gleichungssystem 143t sich mit dem Zeilenvektor p(t) und der Ubergangsra-
tenmatrix @ durch -
dp(t)

ks p(t) - 0. (4.10Db)

beschreiben. Die Diagonalelemente der Ubergangsratenmatrix Q

Juz Q2 Qus
o1 G2 Osz2

Q= Oz1 032 Os3

ergeben sich aus ¢ = >~ q;.
i#

Ein einfaches Hilfsmittel zur Beschreibung von Markov-Ketten sind die Zustandstransitions-
diagramme. Darunter versteht man gerichtete Graphen, deren Knoten die Zustande und deren
K anten die moglichen Ubergange zwischen den Zustanden der Markov-K ette reprasentieren. Die
Kanten sind mit den Ubergangsraten beschriftet.
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Bel der Ermittlung der zeitabhangigen Zustandswahrscheinlichkeiten g(t) durch das Gleichungs-
system (4.10) erhdt man oftmals gar keine oder nur sehr komplexe Losungen. Aus diesem
Grunde wird das Hauptinteresse bei der Untersuchung von Markov-Ketten auf zeitlose Zustande
(stationare Zustande) gelegt.

Ein stationarer Zustand wird erreicht, wenn der stochastische Prozef3 hinreichend lange Zeit
gelaufen ist, so daf3 der Einflu’ des Anfangszustands vernachlassigbar wird. Der stochastische
Prozef3 befindet sich dann im statistischen Gleichgewicht und die Zustandswahrscheinlichkeiten
werden stationare Zustandswahr scheinlichkeiten oder auch Gleichgewi chtszustandswahr schein-
lichkeiten genannt.

Damit die Markov-Kette einen stationaren Zustand erreichen kann, missen ihre Zustande ver-
schiedene Bedingungen erfullen.

Definition 4.5: (Irreduzbilitat)
Eine Markov-Kette { X(t),t € 7} heil3 irreduzibel, fallsjeder Zustand j von jedem anderen
Zustand i erreicht werden kann.

Definition 4.6: (Rekurrenz)
Ein Zustand einer Markov-Kette heil3t rekurrent, wenn der Prozeld mit einer Wahrschein-
lichkeit von Eins wieder in diesen Zustand zurtickkehrt. |t die Rickkehrzeit endlich, wird
der Zustand positiv-rekurrent genannt. Bei einer unendlichen Rickkehrzeit spricht man von
einem null-rekurrenten Zustand.

Definition 4.7: (Ergodiztat)
Eine irreduzible Markov-Kette heil3t ergodisch, wenn samtliche Zustande positiv-rekurrent
sind.

Fur eine irreduzible homogene Markov-Kette existieren stets die Grenzwahrscheinlichkeiten

{pj,j € Z} mit

P = Jlim (D), vie z.
Die Grenzwahrscheinlichkeiten einer ergodischen Markov-Kette heif3en stationare Wahrschein-
lichkeiten und erfullen die Beziehungen:
P = Jim pi(0), Vi€ z,
lim 90

t—oo dt

(4.12)

=0, vje Z.

Unter Benutzung des Gleichungssystems (4.10) und unter Hinzunahme der Normalisierungsbe-
dingung
Spi=1 (4.12)
i€z
erhdt man eine eindeutige L dsung fur die stationaren Zustandswahrscheinlichkeiten durch Losen
des homogenen Gle chungssystems
Z =pi-g;=0 (4.13)

i€z
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Auf der Basis der Markov-Prozesse existieren zwei weitere stochastische Prozesse, die fur die
Warteschlangentheorie von Bedeutung sind:

1. Geburts-/Sterbeprozesse
2. Poisson-Prozesse

4.2.3.3 Geburts-/Sterbeprozesse

Geburts-/Sterbeprozesse sind eine spezielle Form der Markov-Ketten. Sie besitzen die ein-
schrankende Bedingung, dal? Ubergange ausschlielich zwischen zwei benachbarten Prozef3-
zustanden moglich sind.

Definition 4.8: (Geburts-/Ster beprozef3)
Ein Geburts-/Sterbeprozef3ist eine zeitkontinuierliche Markov-K ette iber den Zustandsraum
Z2={0,1,2,...}, bel der nur Zustandsiibergange der Form +1 erlaubt sind.

Die Abbildung 4. 3 zeigt das Zustandstransiti onsdi agramm eines Geburtsr/Sterbeprozeﬁes

@@@ '@@“

Hi+1 ,U|+2
Abbildung 4.3: Zustandstransitionsdiagramm eines Geburts-/Sterbeprozesses

Die Parameter \; und ; sind die Geburts- und Sterberaten des Zustandsi. Sie reprasentieren die
Rate, mit der der stochastische Prozefd vom Zustand i in den Zustand i + 1 bzw. i <1 Ubergeht.
Die Elemente der Ubergangsratenmatrix Q ergeben sich somit zu:

Ai , j =i+1
Hi ) j ziel
dij = .
s+ W) o, 0=
0 ,  sonst
Ferner gilt fur die Geburtsraten
A >0, Vi

und die Sterberaten
po=0 und >0 Yi> 0.

Als Untermenge der Markov-Ketten sind auch bei den Geburts-/Sterbeprozessen die Zustands-
wahrscheinlichkeiten p,(t) = P{X(t) = n} von Interesse. Das sind die Wahrscheinlichkeiten, dal?
sich der Geburts-/Sterbeprozefdzum Zeitpunkt t im Zustand n befindet. Die Zustandswahrschein-
lichkeiten lassen sich durch ein aus Differential glei chungen bestehendes Glel chungssystem nach
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(4.10) nur sehr aufwendig ermitteln.

% =&\ + i) - pi(t) + Aise - pioa(t) + pien - piea(t), viz1
| t (4.19)
F:;)t(t) = <:)>)\0 . po(t) + pg - pl(t)

Eine einfachere Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten ist moglich, wenn sich der
Geburts-/Sterbeprozef’ in einem stationaren Zustand befindet. In [Kle75] wird gezeigt, dal3 das

genau dann der Fall ist, wenn:
ko, Vk > ko Ak <1 (4.15)
Ik
Ist das der Fall, dann ist der Geburts-/Sterbeprozel? ergodisch und es existieren die Grenzwerte
aus Gleichung (4.11). Das Gleichungssystem (4.13) zur Ermittlung der stationaren Zustands-

wahrscheinlichkeiten wird unter der Annahme, dal3 ;1o = A_; = 0 durch
0=<(\i+ i) pi+ Azt - Pict + fisaPie, Vi>1
0=XoPo+ 1 Pr

(4.16)

gebildet.

Diese Gleichungen lassen sich direkt aus dem Zustandstransitionsdiagramm der Geburts-
/Sterbeprozesse (= Abbildung 4.3) herleiten.

Eine rekursive Losung des Gleichungssystems (4.16) ist durch

Ai .
Pi+1 = e Pis L1720, Vi € Z
moglich. Durch fortgesetztes Einsetzen erhalt man fur die Berechnung der stationaren Zustands-
wahrscheinlichkeiten eines ergodischen Geburts-/Sterbeprozesses:
i—1
p=po-[] M Vie Z. (4.173)
k=0 Hk+1
DielInitialwahrscheinlichkeit po 1803t sich mittels der Normalisierungsbedingung fur Wahrschein-

lichkeiten >~ p; = 1 (+ Gleichung (4.12)) durch Einsetzen der Gleichung (4.17a) aufstellen:
i€z

1=Zpi=2po-(ﬁ Ak)

i€z i€z k=0 Mk+1

= po- S

ieZ k=0 Hk+1

i—1 A
= po. (1+ZH k ) .
icz k=0 Mk+1l

i20

Diesist aquivalent zu:

. -1
Po = {HZﬂl A"] . (4.17b)

icz k=0 Hk+l
i70
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Insgesamt lassen sich die stationaren Zustandswahrscheinlichkeiten eines ergodischen Geburts-
/Sterbeprozesses mit den Gleichungen (4.17a) und (4.17b) durch

i—1 )\k

p= kol /f_kilA . Yiez

1+3 I
icz k=0 Mk+1l
i70

berechnen.

Der letzte stochastische Prozef3, der im Rahmen der wahrscheinlichkeitstheoreti schen Grundlagen
fur den Einsatz von Warteschlangensystemen bei der anal ytischen L ei stungsbewertung vorgestel It
werden soll ist der Poisson-Prozef3.

4.2.3.4 Der Poisson-ProzeB

Der Poisson-Prozef3ist ein reiner Geburtsprozeld mit einer konstanten Rate A > 0. Er kannasein
Spezidfall der Geburts-/Sterbeprozesse angesehen werden. Dabei sind fir alle Zustande i € Z
die Sterberaten i = 0 und die Geburtsraten A; = A,Vi > 0. Der Poisson-Prozef3 |a3t somit
nur Zustandsanderungen der Grofe +1 zu. Esist ihm nicht moglich, einen Zustand zweimal zu
erreichen. Aus diesem Grunde existieren keine stationaren Zustande.

Im Fall e des Poi sson-Prozesses konnen die Differential glei chungen (4.10) bzw. (4.16) vereinfacht
und direkt gelost werden.

dpi(t)

T =&\ p|(t) + A pi_l(t), Vi >1 (4188.)
dpgt(t) = &) - po(t) (4.18b)
Zur Vereinfachung sei angenommen, dal3 der Prozef3 zum Zeitpunkt t = 0 im Zustand O beginnt.
0 = { 1, i=0
P& 0, iz
Die Differentialgleichung (4.18b) ergibt dann:
Po(t) = € (4.19)
Alleanderen Gleichungen konnen jetzt rekursiv gel st werden und man erhalt firr den allgemeinen
Fall: i
pi(t) = (-1 e, Vie Z.

i!
Die Zustandswahrscheinlichkeiten erzeugen a so eine Poisson-Verteilung mit dem Parameter A-t.

Eine Zusammenfassung der hier vorgestellten stochastischen Prozesse wird in Abbildung 4.4
gegeben.
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MarkowKetten

Geburts/Sterbg@rozesse

C PoissonProzesse)

Abbildung 4.4: Der Zusammenhang verschiedener stochastischer Prozesse

4.2.3.5 Eigenschaften des Poisson-Prozesses

Dem Poisson-Prozef kommt im Rahmen der Warteschlangentheorie eine zentral e Bedeutung zu.
Er besitzt zum einen einige einfache Eigenschaften und zum anderen gibt es eine Vielzahl von
physikalischen oder organischen Prozessen, die sich als Poisson-Prozefd modellieren lassen.

Wieim Abschnitt 4.2.3.4 hergeleitet, gilt der folgende Satz:

Satz 4.9:
Sel {X(t),t € 7} ein Poisson-Prozel3 mit Rate A > 0. Dannist die Zufallsvariable X, welche
die Anzahl der Ereignissein einem Intervall der Langet > 0 beschreibt, poissonverteilt mit
dem Parameter A-t.

P{X=k} = (Akut)k e

Die mittlere Anzahl der Ereignisse in einem Intervall der Lange t ist nach Abschnitt 4.2.2
E[X] = A - t. Die mittlere Anzahl der Ereignisse pro Zeiteinheit ist gleich der Rate des Poisson-
Prozesses. In Bezug auf die Warteschlangentheorie 183 sich das Auftreten von Ereignissen as
Folge von Ankiinften, die mit einer Ankunftsrate A eintreffen, interpretieren.

Zwischen dem Poisson-Prozef3 und der im Abschnitt 4.2.2 vorgestellten Exponential verteilung
besteht eine sehr enge Verbindung [Gro74]:

Essei t eine Zufallsvariable, die die Zeit zwischen zwei aufeinanderfol genden Ankiinften angibt.
Dann gilt fur die Verteilungsfunktion, dal3 die Zeit zwischen zwei Ankunften < tist:

At =P{t <t} =1sP{i>t).

P{t >t} ist aber genau die Wahrscheinlichkeit, da3 im Zeitintervall (0,t) keine Ankunft erfolgt.
Dasist po(t). Mit Gleichung (4.19) erhalt man die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion

Al) =1ee t>0,
deren Dichtefunktion
a(t) = —dgit) =\-e ', t>0

ist. Die beiden letzten Gleichungen sind die Verteilungs- und die Dichtefunktion der Exponen-
tialverteilung. Der gerade hergel eitete Zusammenhang zwischen einem Poisson-Prozef3 und der
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Exponentialverteilung 1a3t sich in dem folgenden Satz ausdriicken.

Satz 4.10:
Sel {X(t),t € 7} ein Poisson-Prozeld mit Rate A. Seil weiter 0<t; <t, <... die Folge der
Zeitpunkte, mit der Ankinfte erfolgenund seil 7, = t1, 72 = th &ty,..., 7 = tk Sl_q, ...
die Folge der Zwischenankunftszeiten. Dann sind die , identisch unabhangig exponentiell
verteilt mit dem Erwartungswert E[ ] = 1.

Somit hat ein Poisson’scher Ankunftsprozeld exponentiell verteilte Zwischenankunftszeiten.

Der Poisson-Prozef3 hat fur die Warteschlangentheorie zwei weitere wichtige Eigenschaften
[Bol89]:

1. Fait man n Poisson-Prozesse mit ihren  Zwischenankunftszeitverteilungen
1<e it 1 < i < n,zu einem einzigen Prozel zusammen, so erhalt man wieder einen

n
Poisson-ProzeR, der die Zwischenankunftszeit 1 <-e=*t, A =3 \;, besitzt.
i=1

A
A2

=
>

I
Y

An

Abbildung 4.5: Verschmelzen von Poisson-Prozessen

2. Wird ein Poisson-Proze mit einer Zwischenankunftszeitverteilung von 1 e *t soinn
Prozesse aufgespalten, dal3 die Ankunfte mit Wahrscheinlichkeit p;,1 <i < n, beimi-ten
Prozef3 ankommen, dann besitzt der i-te Teilprozef3 die Zwischenankunftszeitverteilung
1 <e Pt d.h. es entstehen n Poisson-Prozesse.

P1-A

P2- A

Pn- A

Abbildung 4.6: Aufspalten eines Poisson-Prozesses

4.3 Elementare Wartesysteme

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt wichtige wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen
fur die Warteschlangentheorie eingefiihrt worden sind, werden in diesem Abschnitt einige War-
tesysteme und deren L eistungsgrofien beschrieben.
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Die Vorstellung von Wartesystemen beschankt sich auf die Typen von Wartesystemen, die im
weiteren Verlauf dieser Arbeit von Bedeutung sind. Das sind Wartesysteme, bei denen sowohl
der Ankunfts- als auch der Bedienprozef3 der Markov-Eigenschaft gentigen, d.h. die Zwischen-
ankunftszeit und Bedienzeit sind exponentiell verteilt.

Wie schon im Abschnitt 4.1 beschrieben, besteht ein Warteschlangensystem aus einer War-
teschlange und einer Bedienstation, die aus einer oder mehreren identischen Bedieneinheiten
besteht (= Abbildung 4.1). Fur ein solches Warteschlangensystem werden die Bezeichnungen
» Wartesystem , ,,elementares Wartesystem, ,,Bediensystem” oder ,,Knoten“ verwendet.

4.3.1 LeistungsgroBen eines Wartesystems

Die Ermittlung von Leistungsgrofien ist das priméare Ziel der Modellierung eines beliebigen
Systems durch Wartesysteme. Mit Hilfe der Leistungsgrofien konnen dann Aussagen tber die
Leistungsfahigkeit des Systems gemacht werden.

Die Leistungsgrofien sind, dasie das dynamischen Ablaufgeschehen innerhalb des Wartesystems
ausdriicken, zeitabhangig. Im Abschnitt 4.2.3 wurde darauf hingewiesen, dal3 das Ermitteln von
zeitabhangigen Zustandswahrscheinlichkeiten eine schwierige, oftmals erfolglose Aufgabe it.
So interessiert man sich bei der Ermittlung der Leistungsgrofien in der Regel fur Ergebnisse in
einem stationaren Systemzustand. In einem solchen Zustand sind alle Auswirkungen des Initial-
zustands abgeklungen und die Leistungsgrofien zeitunabhangig. Das Wartesystem befindet sich
im statistischen Gleichgewicht. Im statistischen Gleichgewicht ist die Rate, mit der Kunden im
Wartesystem ankommen, gleich der Rate, mit der sie das Wartesystem wieder verlassen. Damit
sich ein Wartesystem im statistischen Gleichgewicht befindet, miissen bestimmte Voraussetzun-
gen erfillt sein (= Gleichung (4.21)).

Esfolgt eine Beschreibung der Basidleistungsgrofien fur Wartesysteme.

Zustandswahrscheinlichkeit py:
Das Systemverhalten eines Wartesystems kann in vielen Fallen mit den Zustandswahr-
scheinlichkeiten py ausreichend beschrieben werden. Hieraus lassen sich die Mittelwerte
aller anderen Leistungsgrofien ableiten. Es gilt:

px = P{es befinden sich k Auftrage im Wartesystem} .

Audlastung p:
Die Audastung p gibt den Bruchteil der Gesamtzeit an, den die Bedienstation aktiv ist. In
einem Wartesystem mit ¢ Bedieneinheiten wird die Auslastung durch
A
pP=——, c>1, (4.20)
C-u

berechnet.
Durch die Audastung p &% sich die Bedingung fur die Existenz eines statistischen Gleich-
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gewichts formulieren. Es muf3 die Bedingung
p<l1 (4.21)

erfullt sein. Pro Zeiteinheit durfen im Mittel nicht mehr Auftrége ankommen al's bedient
werden konnen. Diese Gleichgewichtsbedingung gilt fir alle Aussagen in dieser Arbeit.

Weitere Leistungsgrofien sind die im Abschnitt 4.2.1.3 beschriebenen Zufallsvariablen fur War-
tesysteme.

4.3.2 Das Gesetz von Little

Eine grundlegende Aussage im Rahmen der Warteschlangentheorie ist das ,, Gesetz von Littl €
[Lit61]. Es stellt einen Zusammenhang zwischen der mittleren Gesamtanzahl von Kunden und
deren mittleren Vlerweil zeit im Wartesystem her.

Sei {a(t),t > 0} ein stochastischer Prozef?, der die Anzahl der Kunden, die innerhalb des Zeit-
intervalls [0, t] an einem Wartesystem ankommen, zahlt.

a(t) = Ankunfte der Kunden im Zeitintervall [0, t]

Einweiterer stochastischer Prozef3 {4(t),t > 0} zahlt dieKunden, dieinnerhalb des Zeitintervalls
[0, t] das Wartesystem verlassen.

6(t) = Abgange der Kunden im Zeitintervall [0, t]

Dann st die Anzahl der Kunden, die biszum Zeitpunkt t im Wartesystem eingetroffen sind, aber
dieses noch nicht verlassen haben:

N() = a(t) <6(t).

N(t) ist die Anzahl der Kunden im Wartesystem zum Zeitpunkt t.

Die gesamte Flache zwischen den Funktionsgeraden (= Abbildung 4.7) der stochastischen Pro-
zesse {a(t),t > 0} und {4(t),t > 0} biszu einem beliebigen Zeitpunkt 7 ist die Gesamtzeit, die
alle Kunden innerhalb des Zeitintervalls [0, 7] im Wartesystem verbracht haben. Diese Zeit sei
mit ~(t) bezeichnet.

A(7) wird as die durchschnittliche Ankunftsrate der Kunden im Zeitintervall [0, 7] definiert:

) = 20 (4.222)

T

Sei nun R(r) die durchschnittliche Verweilzeit eines Kunden im Wartesystems. Da v(7) als die
Gesamtverwellzeit aler Kunden im Zeitintervall [O, 7] definiert ist, gilt fur R(7):
1(7)

afr)’

Alsletzteswird N(7) als die durchschnittliche Kundenanzahl innerhalb des Wartesystems fir das
Zeitintervall [0, 7] definiert:

R(r) =

(4.22b)

NG = 20 (4.22¢)

T
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Kunden-

anzahl A

10

PR ———

Zeitt
Abbildung 4.7: Die Verteilungsfunktionen der stochastischen Prozesse «(t) und 6(t)

| el = = = = = o Rk

Durch Einsetzen der umgeformten Gleichungen (4.22a) und (4.22b) in die Gleichung (4.22c)

erhalt man:

() = 0 RE)

_ A(r) -7 - R(7)

= A7) - R(7).

Wenn sich das Wartesystem in einem stationaren Zustand befindet dann existieren die Grenzwerte
A= TILTO A(T) und R = JLFDO R(7) (v Abschnitt 4.2.3.2). Wenn diese Grenzwerte existieren,
existiert auch N als Grenzwert fur N(t) und es gilt:

N=X-R

Mit den Bezeichnungen fir die Zufallsvariablen eines Wartesystems aus Abschnitt 4.2.1.3 ergibt
sich dann:
E[n] =X\ EJ[r]. (4.233)

Die Gleichung (4.23a) ist bekannt als das Gesetz von Little und stellt eéinen unmittelbaren Zu-
sammenhang zwischen den Erwartungswerten fur die Anzahl von Kunden und deren Verweil zeit
im Wartesystem her.

Die oben hergeleiteten Beziehungen sind unabhangig vom Ankunfts- oder Bedienprozef3. Auch
wird die Bedienstation und deren Verhalten nicht naher spezifiziert. Daher ist esauch moglich, aus
der Gleichung (4.23a) eine Beziehung zwischen dem Erwartungswert der Warteschlangenlange
und der Wartezeit eines Kunden aufzustellen:

E[ng =X -E[q]. (4.23b)



4.9 clIelmieritale vval lesysielric (o}

4.3.3 M/M/1-Wartesysteme

Das M/M/1-Wartesystem ist der gebrauchlichste Typ eines Warteschlangenmodells. Die Zwi-
schenankunftszeit und die Bedienzeit sind exponentiell verteilt. Der Ankunftsprozefd ist ein
Poisson-Prozeld mit der Ankunftsrate A > 0. Gemal3 der Kendall’schen Notation (= Abschnitt
4.1.1) besitzt ein M/M/1-Wartesystem

e eine Bedienstation mit nur einer Bediene nheit,

eine unbeschrankte Systemkapazitat,
eine unbeschrankte Anzahl von potentiellen Kunden,

die Warteschlangendisziplin FCFS.

Zur Analyse eines Warteschlangenmodellsvom Typ M/M/1 genuigt die Kenntnisder Ankunftsrate
A und der Bedienrate ;.. Der Zustand eines M/M/1-Wartesystemsist durch die Anzahl der Kunden
innerhalb des M/M/1-Wartesystems gegeben, d.h. der Zustandsraum Z = {0,1,2,...,c0} it
unendlich. Ein M/M/1-Wartesystem ist somit als ein Spezialfall der Geburts-/Sterbeprozesse (=
Abschnitt 4.2.3.3) anzusehen, wobei fur die Geburts- und Sterberaten gilt:

Ai = A, A>0,Vi >0,

Wi = f, M>O\V/i>l.

@@@

Abbildung 4.8: Zustandstransitionsdiagramm eines M/M/1-Wartesystems

/\/ \/ \

Die Abbildung 4.8 zeigt das Zustandstransitionsdiagramm eines M/M/1-Wartesystems. Damit
sich ein M/M/1-Wartesystem im statistischen Gleichgewicht befindet, mufd gemal3 Gleichung
(4.15) und (4.20) fur die Audastung p gelten:

A

i

Die stationaren Zustandswahrscheinlichkeiten eines M/M/1-Wartesystems sind die Wahrschein-
lichkeiten p;, dal3 sich i Kunden im System befinden. Fir diese gilt nach Gleichung (4.17a):

i—1 A -
p=po- ][ (;) “29 by Hp Po-p,  VieZ. (4.253)

k=0 k=0

Die Initialwahrscheinlichkeit po |&3t sich durch die Normalisierungsbedingung fur Wahrschein-
lichkeiten (3~ pi = 1) und durch Einsetzen der Gleichung (4.25a) bestimmen durch:
i€z

1=3p B Y =p YA e
i=0 i=0 i=0
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Da|p| < 1lisgt, wird durch ioj p' die geometrische Reihe gebildet, die bekanntlich gegen ﬁ
i=0
konvergiert.
Fur die Initialwahrscheinlichkeit p, eines M/M/1-Wartesystems gilt &l so:
Po=1p. (4.25b)

Insgesamt lassen sich die stationaren Zustandswahrscheinlichkeiten eines M/M/1-Wartesystems
aus den Gleichungen (4.25a) und (4.25b) berechnen:

P=po-p =)/, vVie Z. (4.25c)
Aus Gleichung (4.25c) wird ersichtlich, dal3 die Anzahl der Kunden geometrisch verteilt ist. Die

stationaren Zustandswahrscheinlichkeiten bilden die Grundlage zur Berechnung aller weiteren
L eistungsgrofien.

Die erste dieser Leistungsgrofien ist die mittlere Kundenanzahl innerhalb des M/M/1-Wartesy-
stems E[n]:

S ip “B) i Aep) p=@en) i (4.265)
i=0 i=0 i=1
In [Gro74] wird gezeigt, dal3 sich obige Gleichung nach
p A
E[n]=—-=—+. 4.2
[ lep pel (4.260)

auflosen 1aM3t.

Mit dem Gesetz von Little |&% sich die mittlere Verweil zeit eines Kunden ermitteln:
(azs9) E[N] _ 1

E[r] —~ - @ (4.26¢)

Die mittlere Verweilzeit E[r] ist gleich der Summe aus der mittleren Wartezeit E[g] und der
mittleren Bedienzeit E[s]. Da die Bedienzeit exponentiell verteilt mit Rate p ist, gilt fir den
Erwartungswert der mittleren Bedienzeit:

ey = 2. (4.26d)
7

Aus den Gleichungen (4.26¢) und (4.26d) 143t sich die mittlere Wartezeit E[g] ermitteln:
1 1 A

E[q =E[r] ©E[dl = ——©—= —F——.

[d] = E[r] <E[s] e T T ey
Ebenfalls mit dem Gesetz von Little |&3 sich, unter Benutzung des Ergebnisses fur die mittlere
Wartezeit, die mittlere Warteschlangenlange E[n,] berechnen:

)\2

oo (neA)

(4.26€)

Elng “8” ) E[q] = (4.26)
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Die mittlere Kundenanzahl in einem M/M/1-Wartesystem ist gleich der Summe aus der mitt-
leren Anzahl von Kunden in der Warteschlange E[ng] und der mittleren Anzahl von Kunden in
Bedienung E[ng].

Eln] = E[ng + E[nd

Durch Umformen der letzten Gleichung und unter Benutzung von schon ermittelten Werten,
kann die mittlere Anzahl von Kunden, die bedient werden, berechnet werden durch:

A2 A
peX peen u (4.269)
Eine weitere interessante Grofie bel der Analyse von M/M/1-Wartesystemen ist die Wahrschein-
lichkeit, dal3 sich mindestens k Kunden im Wartesystem befinden. Sei n die Zufalsvariable,
welche die Kundenanzahl eines M/M/1-Wartesystems angibt, dann ist:

P{n>k} = i pi 420 i(l &p)-p

i=k i=k

=(1ep)-p > p"
i=k

E[ng] = E[n] <E[ng] =

=(Lep) o< ¥

k’=0

Die Summe Z p¥ ist, da| p | < 1, eine geometrische Reihe mit dem Grenzwert - ~. Somit 183t

sichdi eWahrsche| nlichkeit, dal3 sich mindestens k Kunden im Wartesystem befi nden berechnen
durch:

P2 K= (W) o = (4.26h)

Oftmals ist bei der Analyse eines M/M/1-Wartesystems auch die Wahrscheinlichkeit fur eine
bestimmte Kundenanzahl in der Warteschlange interessant. Diese ist nach [Jai91]:

1<p? k=0
P{nqzk}zP{n=k+1}={ ’

" (4.26i)
(1ep)-p k>0

Die Tabelle A.1 im Anhang gibt einen Uberblick tber die in diesem Abschnitt hergeleiteten
Formeln fur die Analyse von M/M/1-Wartesystemen.

Der in diesem Abschnitt vorgestellte Markov’ sche Warteschlangentyp M/M/1 ist oftmals nicht
anwendbar, da das zu modellierende System mehrere identische parallel arbeitende Bedienein-
heiten besitzt. Das Warteschlangenmodell, welches in einem solchen Fall zum Einsatz kommt,
ist das M/M/c-Wartesystem.

4.3.4 M/M/c-Wartesysteme

Ein M/M/c-Wartesystem hat exponentiell verteilte Zwischenkunftszeiten und Bedienzeiten. Der
Ankunftsprozef3 ist ein Poisson-Prozef3 mit der Ankunftsrate A > 0. Im Gegensatz zum M/M/1-
Wartesystem besitzt die Bedienstation c identische parallel arbeitende Bedieneinheiten, die alle
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die gleiche Bedienrate ;2 > 0 haben. Desweiteren ist ein M/M/c-Wartesystem dadurch charakte-
risiert, dald es

¢ eine unbeschrankte Systemkapazitat,
¢ eine unbeschrankte Anzahl von potentiellen Kunden,
o die Warteschlangendisziplin FCFS

hat.

Zur Analyse eines Warteschlangenmodellsvom Typ M/M/c genuigt die Kenntnisder Ankunftsrate
A und der Bedienrate ;.. Der Zustand einesM/M/c-Wartesystemsist durch die Anzahl der Kunden
innerhalb des M/M/c-Wartesystems gegeben, d.h. der Zustandsraum Z = {0,1,2,...,00} it
unendlich. Ein M/M/c-Wartesystem ist somit als ein Spezialfall der Geburts-/Sterbeprozesse (=
Abschnitt 4.2.3.3) anzusehen, wobei fir die Geburts- und Sterberaten gilt:

A=A, A>0,Yi >0,
o i-u, 1<i<c (4.27)
pi = min{i-p, ¢} ={C‘ﬂ s
@ @ @ @ @
3# (0@1)N

Abbildung 4.9: Zustandstransitionsdiagramm eines M/M/c-Wartesystems

Die Abbildung 4.9 zeigt das Zustandstransitionsdiagramm eines M/M/c-Wartesystems. Damit
sich ein M/M/c-Wartesystem im statistischen Gleichgewicht befindet, muf? gemald Gleichung
(4.15) und (4.20) fur die Audastung p gelten:
p= <1 (4.28)
C-u
Unter Benutzung von Gleichung (4.27) lassen sich die stationaren Zustandswahrscheinlichkeiten
eines M/M/c-Wartesystems, also die Wahrscheinlichkeiten p;, dal3 sich i Kunden im System

befinden, durch Einsetzen in die Gleichung (4.17a) mittels Fallunterscheidung berechnen:

e 1<i<c:

=T N N A AN
pl_pog(m)_pol_l(;) (4.299)

I =V A N PR
pi_p"'(ll((m) M)) [ey)=m () s o
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Faldt man die Ergebnisse der Gleichungen (4.29a) und (4.29b) zusammen, so lassen sich die
stationaren Zustandswahrscheinlichkeiten eines M/M/c-Wartesystems durch:

1 ()\) .
Po:=-1|— ,1<i<c
i \p

ii ! i>c
Fo p) c.c—< T

Die Initialwahrscheinlichkeit po ist durch die Normalisierungsbedingung fur Wahrscheinlichkei -
ten (3° pi = 1) und durch Einsetzen der Gleichung (4.29c¢) bestimmbar.
i€z

D= (4.29¢)

|Osen.

o] c—1 o]
1= Z pi (4.%9C) Z pk + Z pk
k=0 n=c

i=0 =

<l 1 & AN

k=0 Iu Iu

11 /A &/ 1
~Po- (ZH' (ﬁ) +Z(ﬁ) 'c!-ck—c) (4.29d)

k=0 k=c

Wird die zweite Summe der Gleichung (4.29d) genauer betrachtet, so gilt:

S0 20
-0 =)

geometrische Reihe konvergiert, da |$ |<1

-5 () (25

1A C- i
-3 (8) (2 (4.29)

Somit ist die Initialwahrscheinlichkeit py eines M/M/c-Wartesystems:

-1
<11 /" 1 /AN [ cou
= — =) +=-[—] - : 4.29f
e LZO k! (N) c! (N) (C- /H:M) (429
Die stationaren Zustandswahrscheinlichkeiten bilden, wie auch bei den M/M/1-Wartesystemen,
die Grundlage zur Berechnung der anderen L eistungsgrofien.

Als erstes soll die mittlere Warteschlangenlange E[ng] ermittelt werden. Mit der Definition des
Mittelwertes einer diskreten Zufallsvariablen (= Gleichung (4.2)) gilt fur die mittlere Warte-
schlangenlange eines M/M/c-Wartesystems:

E[ngl = i(i &0)-p = i(i &C) - (DO' (%) a L ) : (4.309)

. Ci—C
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In[Gro74] wird aus der Gleichung (4.30a) hergel eitet, dald sich die mittlere Warteschlangenl ange

nach (/\)C
_ y) Ak
Elnd = ((c el)-(c-pu @A)z) P (4.300)

berechnen 1aM%.

Mit dem Gesetz von Little 1&3t sich aus der mittleren Warteschlangenlange E[ny] die mittlere
Wartezeit E[q] eines Kunden ermitteln:

@230 E[ng] _ (%)C'“
Elal = )\q - ((C@l)! -(C-/u:))\)z) P (4.300)

DieBedienzeit in einem M/M/c-Wartesystem ist exponentiell verteilt mit Rate .. Fur die mittlere
Bedienzeit E[g] gilt daher:
1
E[g =~. (4.30d)
o
Mit der Summe aus der mittleren Wartezeit E[q] und der mittleren Bedienzeit E[ 9] ist die mittlere
\erwellzeit E[r] berechenbar:

(%)C s 1
ceDl-(c-paN?) Po + L (4.30e)

E[r] = E[q] + E[5] = (

Die mittlere Kundenanzahl E[n] kann durch Anwendung des Gesetzes von Little errechnet

werden: (A)C
I A A
(cel) (¢ u @)\)2) Pt (4.30f)

Eln] “E¥\ - Elr] = (

Da die mittlere Kundenanzahl E[n] die Summe aus der mittleren Warteschlangenlange E[n,]
und der Anzahl der in Bedienung befindlichen Kunden ist, kann letztere unter Benutzung der
Gleichungen (4.30f) und (4.30b) durch

E[nd = E[n] <E[ng

(e oy (e
"o P T\ cony ciong) P

=2 (4.30g)

berechnet werden.

Eine weitere interessante Grofie bei der Analyse von M/M/c-Wartesystemen ist die Wahrschein-
lichkeit, dal3 ein Kunde auf seine Bedienung warten mul3. Das ist der Fall, wenn sich bereits
mindestens ¢ Kunden im Wartesystem befinden. Sei n die Zufallsvariable, die die Kundenanzahl
eines M/M/c-Wartesystems angibt. Dann gilt:

Pi[n>c} = > m
k=c
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k
(4.29b) — i ‘ 1
- %po ( ) cl - ck-c

k
(A 1
oz 1 (A (_c
O \u C-usr)

Die Tabelle A.2 im Anhang gibt einen Uberblick tber die in diesem Abschnitt hergeleiteten
Formeln fur die Analyse von M/M/c-Wartesystemen.

In den Abschnitten 4.3.3 und 4.3.4 wurden die Wartesysteme vom Typ M/M/1 und M/M/c
vorgestellt. Beiden Wartesystemen ist gemein, dal3

¢ dieZwischenankunftszeiten exponentiell verteilt sind und der Ankunftsprozef3ein Poisson-
Proze3idt,

die Bedienzeiten exponentiell verteilt sind,
die Systemkapazitat unbeschrankt ist,

die Anzahl von potentiellen Kunden unbeschrankt ist,

die Warteschlangendisziplin FCFSist.

Die vorgestellten Wartesysteme unterscheiden sich in der Anzahl der Bedieneinheiten innerhalb
der Bedienstation. So hat ein M/M/1-Wartesystem nur eine Bedieneinheit, wahrend ein M/M/c-
Wartesystem c identische parallel arbeitende Bedieneinheiten besitzt.

Aufgrund der Warteschlangendisziplin FCFSwerden alle ankommenden Kunden in der Rethen-
folge ihrer Ankunft bedient. Oftmals ist es aber so, daf3 bestimmte Kunden bevorzugt bedient
werden missen. Sie werden dann bei ihrer Ankunft einer bestimmten Prioritatsklasse zugeord-
net. Die Bedienstrategieist elne statische Prioritats-Disziplin. Die Wartesysteme vom Typ M/M/c
werden im nachsten Abschnitt um statische Prioritats-Disziplinen erweltert.

4.3.5 M/M/c-Wartesysteme mit statischer Prioritéits-Disziplin

Im Abschnitt 4.1 wurden verschiedene Arten von Bedienstrategien beschrieben. Die Bedienstra-
tegie nach statischen Prioritéten soll in diesem Abschnitt fur M/M/c-Wartesysteme beschrieben
werden. Dabel wird zwischen unterbrechenden (preemptive) und nichtunter brechenden (nonpre-
emptive) Prioritats-Disziplinen unterschieden [Bol89]:

e M/M/c-FCFS PR (preemptive)
Es handelt sich um eine unterbrechende Strategie. Ein gerade in Bedienung befindlicher
Kunde wird bei Ankunft eines Kundens hoherer Prioritét unterbrochen. Wegen der expo-
nentiellen Bedienzeitverteilung ist es nicht von Bedeutung, ob die unterbrochene Bedie-
nung des Kundens niedrigerer Prioritat nach Abarbeitung der Kunden hdherer Prioritéat neu
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gestartet oder an der Unterbrechungsstelle fortgefiihrt wird. Die Bedienstrategie innerhalb
einer Prioritéatsklasseist FCFS.

e M/M/c-FCFS NPR (nonpreemptive)
Diese Strategie ist nichtunterbrechend. Erst nach Abarbeitung des gerade in Bedienung
befindlichen Kundens werden Kunden einer hoheren Prioritatsklasse bedient. Die Abar-
beitungsstrategie innerhalb einer Klasse ist FCFS,

DieMengevon Prioritatsklassen P = {1,2,- - - ,k} ist linear geordnet, d.h. bei k Prioritatsklassen
hat die Klasse 1 die hochste Prioritat und die Klasse k die niedrigste Prioritét.

}\1
extrem wichtige&kunden
Prioritiatsklasse 1
A, . . .
> Bedienstation mi
_| ¢ Bedieneinheiter
wichtigeKunden ~{und gleichen Be-
Priorititsklasse 2 dienzeiten
Ak
unbedeutendKunden

Priorititsklasse k

Abbildung 4.10: M/M/c-Wartesystem mit Prioritéten

4.3.5.1 Das M/M/c-FCFS PR-Wartesystem

In [BB83] wird die mittlere Verweilzeit eines M/M/c-FCFS PR-Wartesystems untersucht. Dabel
wird von einem M/M/c-Wartesystem mit k Prioritatsklassen ausgegangen, welches diefolgenden
Annahmen erfillt:

e Kunden der Prioritatsklasse i haben bel der Bedienung Vorrang vor Kunden der Klasse j,
falsl<i<j<k

e Fur Kundeninnerhalb der gleichen Prioritatsklasse gilt die Warteschlangendisziplin FCFS.

e Der Ankunftsprozel3 fir Kunden der Prioritétsklasse i ist ein Poisson-Prozef3 mit Rate ;.
Die Bedienzeiten der einzelnen Prioritatsklassen sind exponentiell verteilt mit Rate y; und
esgilt u = p;, Vi € P.

Zur weiteren Untersuchung der mittleren Verweilzeit eines M/M/c-FCFS PR-Wartesystems wer-
den einige Schreibweisen eingefuhrt.
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Ap) Aggregierte Ankunftsrate der Prioritatsklasse p:

p

Ap=>_ M, PEP

i=1
E[r] Mittlere Vlerweilzeit fur Kunden der Prioritatsklassei
Elrlp Aggregierte mittlere Verweilzeit der Prioritatsklasse p. Diese wird berechnet

durch: .
> Ai - Elr];
Elrlp = &+, peP . (4.31)
Aw)

Damit sich das M/M/c-FCFS PR-Wartesystem im statistischen Gleichgewicht befindet, muf3 fir

die Audastung
k

A
_ =l _ K
pro = - = 0 <1
“ H Cop
gelten.
Um nun die mittleren Verwellzeiten fir die einzelnen Prioritatsklassen E[r]; und damit auch die
aggregierte mittlere Verweilzeit E[r],, berechnen zu konnen, wird in [Bar80] folgender Ansatz
fur p > 2 gewahlt:
p

4.31) i=
SUCR A®
p—-1
Z Ap-1)  Ai - E[r];
_ =l | | + Ap - Elr]p
Ap-1) * A(p) A®
p—-1
> A - EIrl;
- Ap-1) | = + Ap - Elr]p
A® Ap-1) A®
43 Ap-y - Elllp-n  Ap- Elrp
A® A®
Ao - Elr] Ao - E[r
£, = L@ [ A(|o y - Elrlp-1) (4.32)
p

Zur Berechnung der Gleichung (4.32) ist die Bestimmung der Werte fur E[r],, und E[r]_1)
notwendig. Dabei sind zwei Feststellungen hilfreich:

1. In [Kle76] wird festgestellt, dal’ die Verweilzeit der hochsten p Prioritétsklassen von der
Anwesenheit von Kunden niedrigerer Prioritatsklassen nicht beeinfluf wird.

2. In[Jai68] wird festgestellt, dal3 sich dieaggregiertemittlere Verweil zeit in einem beliebigen
Wartesystem, in dem alle Kundenklassen exponentiell verteilte Bedienzeiten mit gleicher
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Rate 1 haben, bei einem Wechsal der Warteschlangendisziplin von FCFS nach FCFS PR
nicht andert.

Aus diesen beiden Feststellungen &3t sich folgern, dal3 die aggregierte mittlere Verwellzeit
E[r] der ersten p Prioritétsklassen gleich der mittleren Verweilzeit von Kunden in einem
M/M/c-Wartesystem mit Ankunftsrate A, und Bedienrate 4 fir p € P ist. Somit bleibt die
mittlere Verwellzeit fur die ersten p Prioritatsklassen bei einem Wechsel der Bedienstrategie
nach FCFSund der Elemination von Kunden der Prioritétsklassen > p gleich.

Mit diesen Feststellungen lassen sich die Werte flr E[r] ;) und E[r],_,y durch dieim Abschnitt
4.3.4 fur M/M/c-Wartesysteme hergel eiteten Formeln ermitteln.

Setzt man p = ﬁ in Gleichung (4.29f) ein, so gilt fur die Initialwahrscheinlichkeit eines M/M/c-

Wartesystems: .
[ e, ety (1]
po-[Z ¢ )(@)] (4.339)

k=0

Wird die gleiche Ersetzung in Gleichung (4.30e) gemacht, dann 1&/3t sich die mittlere Verweil zeit
eines M/M/c-Wartesystems auch durch

_ p-(c-p) 1
Bl =+ c-(lep)? Pt 1 (4.330)

berechnen.
Ersetzt man in Gleichung (4.33b)

A=Ap

_ _p
P ="Pp = cu
Po = Po(p(p)

dann erhalt man fur E[r],:

_ e (€ pp)° 1
Elr]p = . + -, > 2 4.348)
und far E[r] o1
_ rp-1(Cpp-1)° 1
E = . )+ = > 2. 4.
[Te-1 oy 0 A2 1) Po(p(p-1) L p> (4.34b)

Werden die Gleichungen (4.34a) und (4.34b) in die Gleichung (4.32) eingesetzt, so gilt fur E[r],:

(Cp()© 1 —1)-(Cpp—1))° 1
Ap) - (7A(;(.%.(1p_(rz(p))z *Polp) + g) S Ap-1) - ( A(Si).lé;.(l_“;(;il))z “Po(pp-1) + g)
Ap

Elr]p =

_1 e (Corw)
po Ap- el (1epp)?

Pp-1) - (C pp-1)° -
' Bl : 4.353)
N (L eppyf POVeD) P2 (4.359)

Po(p(p) <
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Fur p = 1 ergibt sich E[r], direkt aus Gleichung (4.33b), wenn man A = A\),p = p( und
Po = Po(p(y) Setzt:

P - (€ p)°
@ C (Lo

1
Elrlq =Elr], = ;| N - Polpq) + ; : (4.35b)

Durch die Gleichungen (4.35) ist man in der Lage, die mittleren Verweilzeiten fur alle Prio-
ritatsklassen und die aggregierte mittlere Verweilzeit des M/M/c-FCFS PR-Wartesystems nach
Gleichung (4.31) fur p = k zu berechnen. Diese ist nach den Feststellungen auf Seite 45 gleich
der mittleren Verwellzeit in einem M/M/c-Wartesystem.

Mit den oben hergeleiteten Formeln lassen sich auch andere Leistungsgrof3en durch Benutzen
des Gesetz von Little (+ Abschnitt 4.3.2) und den Beziehungen E[n] = E[ng| + E[ns] bzw.
E[r] = E[q] + E[] fur die einzelnen Prioritatsklassen und als aggregierte Werte berechnen. Soist
bei spielsweise die mittlere Kundenanzahl der Prioritétsklasse p nach Gleichung (4.23a) durch

E[n], = Ap - Er], (4.363)

berechenbar und die aggregierte mittlere Kundenanzahl E[n],, der hochsten p Prioritatsklassen
|&3t sich mit )
E[n](p) = Z E[n]i (436b)
i=1

berechnen. Fur p = k erhdt man die aggregierte mittlere Kundenanzahl des M/M/c-FCFS PR-
Wartesystems aus Gleichung (4.36D).

4.3.5.2 Das M/M/c-FCFS NPR-Wartesystem

Bel der Analyse eines M/M/c-FCFS NPR-Wartesystem wird von einem M/M/c-Wartesystem
mit k Prioritatsklassen ausgegangen, welches die gleichen Annahmen erfullt wie im Abschnitt
4.3.5.1. Im Gegensatz zu den M/M/c-FCFS PR-Wartesystemen wird ein in der Bedieneinheit
i < c befindlicher Kunde, egal welcher Prioritatsklassep € P = {1,2,---,k} er angehort, erst
kompl ett abgearbeitet bevor ein anderer Kunde die Bedieneinheit i benutzen kann.

Sel
Ap ~ dieaggregierte Ankunftsrate der Prioritatsklasse p:

p
Ap =D Ais pepP,
i=1

Pp die Audlastung der Prioritatsklasse p:
— )‘IO

= peP,

Pp
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pw  DieAudastung des M/M/c-FCFS NPR-Wartesystems:

k
2N
1 AR

Damit sich das M/M/c-FCFS NPR-Wartesystem im statistischen Gleichgewicht befindet, mufl3
fur die Audastung

Pk) =

Peo <1
gelten.

Wenn ein Kunde der Prioritatsklasse p zum Zeitpunkt t, am Wartesystem ankommt, und zum
Zeitpunkt t; von einer freien Bedienstation zur Bedienung tlbernommen wird, ist die Wartezeit
fur diesen Kunden g = t; <. Zum Zeitpunkt to sind

n Kunden der Prioritatsklasse 1
Ny Kunden der Prioritatsklasse 2

Np Kunden der Prioritétsklasse p

in der Warteschlange, die vor dem betrachteten Kunden bedient werden.
Sei 5 die Zeit die vergeht, bisdienachste Bedieneinheit frel wird und s die Zeit die benotigt wird
um n; Kunden zu bedienen (j > 1). Inder Zeit, in der der betrachtete Kundein der Warteschlange
auf seine Bedienung wartet, erreichen ni Kunden der Prioritatsklassenj < p das Wartesystem und
werden vor dem betrachteten Kunden bedient. Die Zeit die daftr ben6tigt wird sei 5. Somit 1al3t
sich die Wartezeit eines Kunden der Prioritatsklasse p durch

p-1 p

4=2_§+> §+%, peP,

=1 =1

berechnen.

Stellt man diesen Ausdruck in Erwartungswerten dar, dann gilt:
p-1 p
Eldl, = >_E[s] + " Els] +E[s] , pecP. (4.37)
=1 =1

In [Gro74] wird hergeleitet, dald fur die mittlere Wartezeit eines Kunden der Prioritatsklasse p
nach Gleichung (4.37) gilt:

Elso
Elq], = =

(1 <pp-1)- Aepp)

peP,

wobei

(c- pw)° Cz_:l (€ pw) | (c:pw)

Els] = ¢l (L<pw) - (C-p) ' =L ' ot (1 =pw)
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Insgesamt ist die mittlere Wartezeit fir Kunden der Prioritétsklassen p < k:
-1

o (L) (C ) Z( o),
(1<:>P(p—1)) (1<:>P(p))

Aus den mittleren Wartezeiten fur die einzelnen Prioritatsklassen p < k1&3 sich die aggregierte
mittlere Wartezeit fur die p hochsten Prioritatsklassen durch

k
Z Ai - E[d];
Eldl =

Eldl, = , pepP. (4.38a)

, peP, (4.38b)
A®)
berechnen. Fur p = k erhalt man die aggregierte mittlere Wartezeit des M/M/c-FCFS NPR-War-
tesystems, die gleich der mittleren Wartezeit eines M/M/c-Wartesystems ist.

Wie im Falle des M/M/c-FCFS PR-Wartesystems lassen sich andere Leistungsgrof3en durch
Benutzen des Gesetz von Little (v Abschnitt 4.3.2) und den Beziehungen E[n] = E[nq] + E[n{]
bzw. E[r] = E[q] + E[5] fur die einzelnen Prioritatsklassen und als aggregierte Werte berechnen.
S0 ist beispielsweise die mittlere Warteschlangenlange der Prioritétsklasse p nach Gleichung
(4.23b) durch

E[ng], = Ap - Eldl, (4.399)

berechenbar und die aggregierte mittlere Warteschlangenlange E |
klassen a3t sich mit

© der hochsten p Prioritéats-

) Z Elng), (4.39b)

berechnen. Fir p = k erhdt man die aggregierte mittlere Warteschlangenlange des M/M/c-FCFS
NPR-Wartesystems aus Gleichung (4.39Db).

Die hergeleiteten Formeln fir M/M/c-Wartesysteme mit statischen Prioritéts-Disziplinen lassen
sich auch fur M/M/1-Wartesysteme mit statischen Prioritats-Disziplinen anwenden, indemc = 1
gesetzt wird.

Im Abschnitt 4.3 wurden einige el ementare Markov’ sche Wartesysteme und Grundlagen zur Be-
rechnung diverser Leistungsgrofden vorgestellt. Es gibt noch eine Vielzahl anderer Warteschlan-
gensysteme. Diese dle hier vorzustellen wirde jedoch den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Es
wurden nur solche Wartesysteme vorgestellt, diein dieser Arbeit von Interesse sind.

Bel der Leistungsbewertung mittels Warteschlangenmodellen gilt das Interesse oftmals nicht
nur einzelnen Wartesystemen. Bei den meisten praktischen Anwendungen werden Systeme be-
trachtet, in denen an mehreren Stellen ein Bedienvorgang erfolgt. Netze von elementaren War-
tesystemen liefern eine mathematische Grundlage fur die Modellierung und Analyse solcher
Systeme.
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4.4 \Warteschlangennetze

Bisher wurden nur einzel ne Warteschl angensysteme betrachtet. I1n diesem Abschnitt werden War-
teschlangenmodelle beschrieben, die sich aus mehreren elementaren Wartesystemen zusammen-
setzen. Solche Warteschlangenmodelle werden Warteschlangennetze genannt, wenn mindestens
zwei elementare Wartesysteme miteinander verbunden sind. Die elementaren Wartesysteme in-
nerhalb eines Warteschlangennetzes werden auch Netzknoten oder einfach nur Knoten genannt.
Ein Netzknoten reprasentiert eine aktive Komponente in einem realen bzw. zu modellierenden
System. Ubergange von Kunden sind prinzipiell zwischen allen Knoten des Netzes moglich.
Insbesondere auch die direkte Rickfuhrung eines Kunden zum gleichen Knoten.

Ein Warteschlangennetz ist offen, wenn Kunden von aul3erhalb des Netzes durch eine Quelle
ankommen und dieses auch durch eine Senke wieder verlassen konnen. Im Gegensatz dazu wird
ein Warteschlangennetz geschlossen genannt, wenn keine externen Ankiinfte und Abgange von
Kunden moglich sind. Bel geschlossenen Netzen ist die Kundenanzahl konstant. Eine zusatzliche
Verfeinerung der Warteschlangennetze ist durch die Einfuhrung verschiedener Kundenklassen
moglich. Die Kundenklassen unterscheiden sich durch unterschiedliche Zwischenankunfts- und
Bedienzeiten. Enthalt ein Warteschlangennetz sowohl offene als auch geschl ossene Kundenklas-
sen, so wird es gemischt genannt.

Dieindiesem Abschnitt betrachteten Warteschlangennetzeerfilllen alledief ol genden Annahmen:

e Das Warteschlangennetz besteht aus einer Menge A = {1,2,...,N} von Knoten. Die
Kardinalitat der Knotenmenge A ist card(\) > 2.

e Jeder Knoteni, i € V, hat einen exponentiell verteilten Bedienprozel3 mit Rate ;.

e Der externe Ankunftsproze desKnoteni, i € N, ist ein Poisson-Proze3 mit Ankunftsrate
Aoi-

e Die Warteschlangendisziplin der einzelnen Knoten ist FCFS,

o Befindet sich ein Kunde im Knoten i, dann geht er mit der Wahrscheinlichkeit p; zum
Knoten j Uber, i,j € A. Ist der Bedienvorgang eines Kunden im Knoten i beendet, so

N
verlaldt er das Warteschlangennetz mit der Wahrscheinlichkeit 1 <3° pj;.
=1

Ein Warteschlangennetz, welches nur Knoten des gerade beschriebenen Typs besitzt, besteht
aus N M/M/c-Wartesystemen. In solchen Systemen wird das Abgangsverhalten der Kunden
an den einzelnen Knoten nach dem Theorem von Burke [Bur59] durch einen Poisson-Prozef3
beschrieben, wenn sich das Wartesystem im stationaren Zustand (statistischen Gleichgewicht)
befindet [Bur68]. Die Rate des Abgangsprozesses ist dann gleich der Ankunftsrate ;.

Damit sich ale Knoten im statistischen Gle chgewicht befinden, muf3 gelten:

Ai .
p=c <L G>1VieN. (4.40)
i Hi
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Bedienstation 3 Bedienstation 4 Bedienstation 3 Bedienstation 4
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Abbildung 4.11: Geschlossenes und offenes Wartenetz

4.4.1 Formale Beschreibung von Warteschlangennetzen

Bel der formalen Beschreibung von Warteschlangennetzen werden diefol genden Bezei chnungen

verwendet.

N  Anzahl der Netzknoten, wobei N = card(/\).

ki Anzahl von Kunden im Knoteni,i € .

k = (ki, ko, ..., kny) Zustand des Warteschlangennetzes. Das Verhalten des Warteschlangen-

p(k)
Ci

1
1

i

Pij

netzes|arkt sich durch e ne Markov-Kette beschreiben, in der die Vektoren k den Zustands-
raum Z aufspannen.

Zustandswahrscheinlichkeit des Warteschlangennetzes.

Anzahl der identischen paralelen Bedieneinheiten in der Bedienstation des Knoten i,
ieN.

Mittlere Bedienrate des exponentiell verteilten Bedienprozessesim Knoteni, i € .
Mittlere Bedienzeit des Bedienprozessesim Knoteni, i € .

Wahrscheinlichkeit, dal3 ein im Knoten i fertig bedienter Kunde zum Knoten j wechselt
(Verzweigungswahrscheinlichkeit), i,j € N. Fur die Verzweigungswahrscheinlichkeiten
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gilt:
N
Z pij = 1, Vie N, (4418.)
j=1

po  Wahrscheinlichkeit, dal3 ein Kunde nach der Bedienung im Knoten i das Warteschlangen-
netz verlaldt. Esgilt:
N
pio:1(:>2pij, Vie N.
j=1
Ao Mittlere externe Ankunftsrate des Poisson’ schen Ankunftsprozesses am Knoteni, i € V.

A Mittlere Ankunftsrate des Ankunftsprozesses am Knoteni, i € .
Zur Berechnung der )\; fur alle Knoten i € A miissen die externen Ankiinfte und die
Ankunfte von alen internen Knoten summiert werden (= Abschnitt 4.2.3.5). Da sich das
Netz im statistischen Gleichgewicht befindet, ist die mittlere Ankunftsrate eines Knotens
gleich den mittleren, mit den entsprechenden Verzwei gungswahrscheinlichkeiten gewich-
teten, Abgangsraten aler Knoten:

N
A= Ao + Z Rii - )\j , Vie N, (441b)
=1

Durch Losen dieses Gleichungssystems konnen die mittleren Ankunftsraten A; fur alle
Knoten des Netzes berechnet werden. Die Losung des Gleichungssystems ist eindeutig,
wenn fur einige Knoten die Abgangswahrscheinlichkeit pio70 ist.

N Durchsatz eines offenen Netzes: N
A= Z )\Oi-
i=1

e Mittlere Anzahl von Besuchen eines Kunden beim Knoteni, i € A/ (Besuchshaufigkeit):

e =—. (4.41¢)

4.4.2 Produktform-Warteschlangennetze

Produktform-Warteschlangennetze haben den grof3en Vortell, dal3 sie eine exakte Bestimmung der
Leistungsgrofien und damit eine aussagekraftige Analyse eines Warteschlangennetzes zul assen.
Diese Warteschlangennetze sind dadurch charakterisiert, dal3 sich die Losungen fur die Zustands-
wahrscheinlichkeiten k des Warteschlangennetzes im statistischen Gleichgewicht multiplikativ
aus den stationaren Zustandswahrscheinlichkeiten der einzelnen Netzknoten pi(k),i € A, zu-
sammensetzen (Produktforml dsung).

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fir die Existenz einer Produktformldsung ist die
Local-Balance-Eigenschaft [ Spa92]. Die Local-Balance-Eigenschaft besagt:



4.4 vvaltescllialigceririetZe

Ein Warteschlangennetz befindet sich genau dannim lokalen Gleichgewicht, wennan
dlenKnoteni, i € N, die Abgangsrate gleich der Ankunftsrate fir einen beliebigen
Zustand ist.

Besitzt ein Warteschlangennetz die Local-Balance-Eigenschaft, dann existiert fur dieses Warte-
schlangennetz die Produktformldsung:

N
P(K) = ke, ko, ... kn) = é I mik). (4.42)

Die Losungen der Zustandswahrscheinlichkeiten des Netzes setzen sich aus den Produkten fur
die Zustandswahrscheinlichkeiten der einzelnen Netzknoten zusammen. Die Normalisierungs-
konstante G ist so gewahlt, dal3 sich die Wahrscheinlichkeiten aller Zustande des Warteschlan-
gennetzes zu Eins summieren missen.

Die Produktformlosung aus Gleichung (4.42) besagt, dal3 sich in Warteschlangennetzen, die
die Local-Balance-Eigenschaft besitzen, die einzelnen Netzknoten so verhalten, als waren sie
elementare Wartesysteme. Jeder einzelne Knoten kann isoliert vom Rest des Warteschlangennet-
zes untersucht werden. Daher werden Produktform-Warteschlangennetze oft auch a's separable
Warteschlangennetze bezeichnet.

In [Cha72] wird gezeigt, dal3 die unten genannten Typen von elementaren Wartesystemen stets
die Local-Baance-Eigenschaft besitzen.

e M/M/c
M/G/1-PS(RR)
M/Gloc-IS
M/G/1-LCFS PR

4.4.2.1 Jackson-Netze

J. R. Jackson hat in seinen Arbeiten [ Jac57] und [ Jac63] gezeigt, dal’ offene Warteschlangennetze,
deren Knoten alle vom Typ M/M/c sind und sich im statistischen Gleichgewicht befinden, eine
Produktforml dsung haben.

Satz 4.11: (Jackson-Theorem fur offene Warteschlangennetze [ Jac57])
Definierepi(k),i € N,k € Z, durch die folgenden Gleichungen:

PO (M) sk

pi(O)-(ﬁ)- L e
i

i) Gl-ca

pitk) = , Vie .
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Die stationaren Zustandswahrscheinlichkeiten eines offenen Warteschlangennetzes, das aus
M/M/c-Wartesystemen besteht, ist durch das Produkt

N
p(K) = p(ks, ko, - ., ka) = T pi(k)
i=1

gegeben. Dabei wird vorausgesetzt, daB \; < ¢ - i, Vi € N, ist.

Das Warteschlangennetz 1al3t sich also durch die Einzelanalyse der einzelnen Netzknoten analy-
sieren. Die Analyse vollzieht sich in drei Schritten:

1. Fur adleKnoteni, i € N werden mit dem Gleichungssystem (4.41b) die Ankunftsraten ),
ermittelt.

2. Jeder Knoten wird as elementares M/M/c-Wartesystem anaysiert. Dabel ist die Stabi-
litatsbedingung (= Gleichung (4.40)) zu prifen. Danach konnen die Zustandswahrschein-
lichkeiten und LeistungsgrofRen gemald Abschnitt 4.3.4, bzw. bei M/M/1-Wartesystemen
gemal3 Abschnitt 4.3.3 berechnet werden.

3. Analyse des gesamten Warteschlangennetzes unter Zuhilfenahme der in Schritt 2 ermittel -
ten Ergebnisse.

4.4.2.2 Gordon/Newell-Netze

Ein Spezialfall der Jackson-Wartenetze sind solche Netze, in denen keine externen Ankiinfte und
Abgange zugelassen sind. Solche geschlossenen Warteschlangennetze wurden von Gordon und
Newell untersucht [GN67]. Sie stellten fir diese Warteschlangennetze eine Produktforml ésung
auf und bewiesen deren Existenz Ausder Geschlossenheit desNetzes ergibt sich, dal3sichimmer

eine konstante Anzahl K = Z ki Kunden im Warteschlangennetz befindet. Der Zustandsraum Z

ist somit endlich und ergibt sch aus den verschiedenen Moglichkeiten K Kunden auf N Knoten
zu verteilen:

_(N+K =1
card(Z)—( N o1 )
Die Produktformlosung fur solche Gordon/Newell-Warteschlangennetze | autet:
K= 4434
®= s U gy (4439
mit
[ k! , 1<k <g e b
pi(k) = { 1o k> , vie (4.43b)

und der Normalisierungskonstanten G(K), die sich aus der Bedingung ergibt, dal3 die Summe
aller Zustandswahrscheinlichkeiten Eins sein muB'

G(K) = ZH (K) (4.43¢)

"Il'
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In der letzten Gleichung wird iiber alle Zustande k = (ky, ko, . .. , kn) summiert, firr die

N
> k=K
i=1
gilt.
Die Analyse eines Gordon/Newell-Netzes kann durch die folgenden sechs Schritte beschrieben
werden:
1. Fur dle Knoten i, i € N, des geschlossenen Netzes werden die Besuchshaufigkeiten g

nach Gleichung (4.41c) berechnet.

2. Die Funktion j3;(k;) wird fur alle Knoten i, i € A gemal3 Gleichung (4.43b) berechnet.
3. Berechnung der Normalisierungskonstanten G nach Gleichung (4.43c).

4. Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten des gesamten Wartenetzes nach Gleichung

(4.439).

Bestimmung der Randwahrscheinlichkeiten aus den Zustandswahrscheinlichkeiten des
Warteschlangennetzes. Die Randwahrscheinlichkeiten pi(k) eines geschlossenen Warte-
schlangennetzes sind die Wahrscheinlichkeiten, da3 sichim Knoten i, i € A, genau k; = k
Kunden befindet. Diese werden durch:

p= 3 pk
(Zj; kaK) A ki=k

berechnet. Danach konnen die L ei stungsgrofen der einzel nen Netzknoten gemald Abschnitt
4.3.4, bzw. bei M/M/1-Wartesystemen gemal3 Abschnitt 4.3.3 aus den Randwahrschein-
lichkeiten berechnet werden.

Analyse des gesamten Warteschlangennetzes unter Zuhilfenahmeder in Schritt 5 ermittel-
ten Ergebnisse.

4.4.2.3 BCMP-Netze

In [BCMP75] werden die Ergebnisse von Jackson bzw. Gordon/Newell auf Warteschlangennetze
mit mehreren Kundenklassen, verschiedenen Warteschlangen-Strategien und allgemein verteilten
Bedienzeiten erweitert. Diese Warteschlangennetze konnen offen, geschlossen oder gemischt
sein. Kunden konnen ihre Klassenzugehorigkeit andern. Es wird gezeigt, dal3 auch solche Netze,
in denen samtliche Knoten von einem der vier elementaren Wartesystem-Typen

M/M/c-FCFS,
M/G/1-PS,
M/Gl/oo-1S,
M/G/1-LCFS PR
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sind und sich im statistischen Gleichgewicht befinden, eine Produktformldsung haben. Auf eine
weitere Erorterung der sogenannten BCMP-Netze soll an dieser Stelle verzichtet werden, dasie
innerhalb dieser Arbeit nicht weiter von Bedeutung sind. Der interessierte Leser sei an[BCMP75]
verwiesen.



5. Das Warteschlangenmodell der PAPER-
Architektur

Der Modellerstellung kommt bei der analytischen Leistungsbewertung eine zentrale Rolle zu.
Das Modell soll die Eigenschaften der PAPER-Architektur so genau wie moglich erfassen, aber
auch noch mathematisch handhabbar sein.

DasL e stungsmerkmal fir einen Kommunikations-Controller ist die Reaktionszeit auf bestimmte
Ereignisse (Ankunft eines Datenpakets, Erhalt eines Kommunikationsauftrags). Diese ist neben
der Leistungsfahigkeit der Hardware auch von der Software-Implementierung des Protokolls
abhangig. Hardware und Software mussen zum Erreichen einer moglichst kurzen Reaktionszeit
aufeinander abgestimmt werden. Es hat sich gezeigt, daR die durch die verwendeten Uber-
tragungsmedien moglichen Ubertragungsraten nicht erreicht werden. Dies ist auch auf die zu
geringe Leistungsfahigkeit der verwendeten Kommunikations-Controller zurtickzuf iihren.

Das primare Ziel bel der Leistungsbewertung der PAPER-Architektur ist die Beurteilung des
Leistungsverhaltens bei der Parallelverarbeitung einesals PENCIL-Netz formalisierten Kommu-
nikationsprotokolls. Als erster Schritt wird dazu in diesem Kapitel ein Warteschlangenmodell fur
die PAPER-Architektur konstruiert.

5.1 Die Kunden des Warteschlangenmodells

Die Reaktionszeit auf einzel ne Ereignisse setzt sich aus der Abarbeitung mehrerer Teilfunktionen
innerhalb des Protokolls zusammen. Bei der PAPER-Architektur ist das Protokoll als PENCIL-
Netz formalisiert. Das Abarbeiten der Protokollaktionenist somit das Schalten von Transitionen
bzw. das Ausfihren der Transitionsfunktion. Bei Warteschlangenmodellen werden die zu verar-
beitenden Elemente als ,,Kunden* bezeichnet. Im Warteschlangenmodell der PAPER-Architektur
besteht die Kundenmenge K aus den

e zu verarbeitenden Transitionen des als PENCIL-Netz formalisierten Protokolls (Menge
7T),
¢ Interrupts und anderen externen Ereignissen (im folgenden gemeinsam als externe Ereig-
nisse bezeichnet), die Protokollaktionen ausdsen (Menge £).
Die Menge 7 i<t eine endliche Menge, wogegen die Menge £ eine unendliche Menge ist.
K=TUE, TNnE=

Alle Kunden sollen gleich behandelt werden. Die Menge K besteht also aus nur einer Kunden-
klasse. Dies gilt bis auf eine Ausnahme: Externe Ereignisse treten nur an den Schaltmaschinen

57
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auf. Sie werden entweder von einer freien Schaltmaschine abgearbeitet oder unterbrechen eine
Schaltmaschine, die gerade eine Protokollaktion verarbeitet. Bei der Modellierung muf3 diese
Tatsache durch statische unterbrechende Prioritaten berticksi chtigt werden. Kunden der Menge
€ haben Vorrang vor Kunden der Menge 7 .

5.2 Die Konstruktion eines Warteschlangennetzes fiir die
PAPER-Architektur

Bel der Abstraktion der PAPER-Architektur in ein Warteschlangemodell muf3 berticksichtigt wer-
den, dal3 sowohl eine Einzelanalyse der verschiedenen Model lkomponentena saucheine Analyse
des gesamten Modells moglich ist. Diesimpliziert eine Modellierung der PAPER-Architektur al's
Warteschlangennetz. Da die Kunden der Menge £ diesem Warteschlangennetz von aul3en zu-
gefuhrt werden, muf3 das Warteschlangennetz offen sein.

Zur Modellierung der PaPER-Architektur als Warteschlangennetz werden elementare Wartesy-
steme mit exponentiell verteilten Zwischenankunfts- und Bedienzeiten verwendet. Die Expo-
nentialverteilung besitzt die Markov-Eigenschaft der Gedachtnislosigkeit. Das Verhalten der
zugehorigen Ankunfts- und Bedienprozesse hangt dann nur vom augenblicklichen Zustand ab
und ist unabhangig von den vorangegangenen Prozef3zustanden. Diese Modellierungsform bildet
einen Kompromif3 zwischen der Genauigkeit des Modells und dessen mathematischer Handhab-
barkeit. Die Verwendung der Exponentialverteilung erzeugt ein quasi-gleichmaliiges Ankunfts-
und Bedienverhalten im Warteschlangenmodell. Das hat zur Folge, dal3 das Auftreten externer
Ereignisse oder die als Bitvektor erfolgende Ubergabe von Transitionen in der Kontrolleinheit
nicht immer adaguat modelliert wird. Gerade aber wegen der Eigenschaft der Gedachtnislosig-
keit und den darauf aufbauenden mathematischen Moglichkeiten haben sich die Markov’schen
Wartesysteme bei der analytischen Leistungsbewertung bewahrt.

5.2.1 Die Modellierung der Kontrolleinheit

Die Kontrolleinheit der PAPER-Architektur besteht aus drei aktiven Komponenten: Deaktivierer,
Auswerter und Aktivierer. Abgearbeitete Protokolltransitionen werden vom Deaktivierer ent-
gegen genommen, der dann die Transitionen wieder frel gibt, die durch das Schalten gesperrt
wurden. Durch das Deaktivieren einer Transition wird eine bestimmte Anzahl von Transitionen
potentiell schaltfahig. Der Auswerter Uberprift diese Transitionen auf ihre Schaltfahigkeit. Im
Aktivierer werden die als schaltfahig ermittelten Transitionen auf ihre Aktivierbarkeit gepriift,
d.h. ob sie durch andere, im Schalten befindliche Transitionen gesperrt sind.

Der Inzidenzspeicher enthalt nur statische I nformationen tiber den Aufbau des als PENCIL-Netz
spezifizierten Protokolls. Bei der Modellierung der Kontrolleinheit als Warteschlangennetz kann
er vernachlassigt werden. Die Zugriffszeit wird von den Bearbeitungszeiten des Deaktivierers
und Aktivierers Ubernommen. Diese missen dann berticksichtigen, ob die Zugriffe auf den
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Inzidenzspeicher synchronisiert werden oder nicht. Bel einer Hardware-Realisierung der PAPER-
Architektur ist es durchaus denkbar, dal3 sowohl Aktivierer wie auch Deaktivierer einen eigenen
Inzidenzspeicher mit identischem Speicherinhalt haben.

Der Inhalt des Sperrvektorswird sowohl vom Deaktivierer alsauch vom Aktivierer verandert. Die
Zugriffeauf diesen miissen synchronisiert werden. Aul3er der Priifung auf Aktivierbarkeit der vom
Auswerter erhaltenen Transitionen und der Sperrung von Transitionen kommt dem Aktivierer
keineweitere Aufgabe zu. Aktivierer und Sperrvektor konnen im Warteschlangenmodell zu einer
Soerreinheit zusammengefaldt werden. Externe Ereignisse bendtigen am Desktivierer keinen
Zugriff auf den Sperrvektor. Die Kontrolleinheit 183 sich als ein offenes Jackson-Netz mit drei
M/M/1-Wartesystemen modellieren.

7
Pso P
P20 M/M/1
(S ) Mo
’ M/M/A P Ql
<pL._ - DP,; |Auswerte 7
Sperr- < 2
einheit X
 J
} Pis
P34
v zur Ausfihrungseinheit M/M/1

Deaktiviere

Ay

von der Austhrungseinhe¢

Abbildung 5.1: Das Warteschlangennetz der Kontrolleinheit

Das dynamische Ablaufgeschehen, d.h. der Flul3 der Kunden, innerhalb der Kontrolleinheit wird
durch das Verhalten der Transitionen in der PAPER-Architektur bestimmt. Diese Gesetzmaldig-
keiten werden durch die Verzweigungswahrscheinlichkeiten p; modelliert.

Kunden kommen am Deaktivierer mit der Rate A; an. Die Kunden der Menge 7 werden der
Sperreinheit mit einer Rate von pisA; zugefiuhrt. Nach ihrer Bearbeitung durch diese verlassen
se das Warteschlangennetz in der Senke S; mit einer Rate von pg, A3 . Wegen der Local-Balance-
Eigenschaft ist

P1sA1 = Paohs - (5.13)
Kunden der Menge £ verlassen nach ihrer Bearbeitung durch den Deaktivierer das Warteschlan-
gennetz durch die Senke S, mit einer Rate von pioA;.

In der PaPER-Architektur hat das Deaktivieren von Transitionen zur Folge, dal3 je Transition
eine inzidenzabhangige Anzahl von Transitionen potentiell schaltfahig wird, d.h. vom Auswerter
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auf ihre Schaltfahigkeit zu prifen ist. Dies wird im Warteschlangennetz durch die Quelle Q;
modelliert. Sie erzeugt mit der Rate Ao, neue Kunden der Menge 7. Die Rate Ay, = A, ist daher
direkt abhangig von der Rate \;. Als schaltfahig erkannte Transitionen werden im Warteschlan-
gennetz als Kunden der Menge 7 mit der Rate pas Ao der Sperreinheit zugefuhrt. Nicht aktivierte
Transitionen, also schaltfahige aber gesperrte Transitionen, werden durch die Kunden modelliert,
die das Warteschlangennetz mit einer Rate von p, A3 verlassen. Aktivierte Kunden werden der
Ausfiuhrungseinheit mit der Rate pss\3 zugefuihrt. Wegen der Local-Balance-Eigenschaft gilt

(P30 + P3a) A3 = Pasroz - (5.1b)

Die vom Auswerter a's nicht schaltfahig erkannten Transitionen verlassen das Warteschlangen-
system mit der Rate pzo)\oz.

Die Sperreinheitim Warteschlangennetz erfillt zwel Funktionen. Sie tibernimmt sowohl den Vor-
gang des Sperrensal sauch des Entsperrensvon Transitionen. Somit modelliert siedie notwendige
Synchronisation bel Zugriffenauf den Sperrvektor. Wenn diese beiden Vorgange unterschiedliche
Bedienzeiten haben, ist dies bei der Modellierung des Bedienprozesses der Sperreinheit durch
Mittelwertbildung zu berticks chtigen.

5.2.2 Die Modellierung der Ausfithrungseinheit

DieZeitbehaftung der Transitionen und die notwendige Zugriff ssynchronisation auf den Marken-
speicher machen eine Unterteilung des Schaltvorgangs einer Transition in der PAPER-Architektur
indrel Phasen notwendig:

1. Aktivierungsphase
In der Aktivierungsphase werden die zum Schalten benotigten Stelleninhalte aus dem
Markenspeicher geholt.

2. Schaltphase

Die Schaltphase umfalit das el gentliche Schalten (Feuern) der Transition. Die entsprechen-
de Protokollaktion wird durch Abarbeiten der Transitionsfunktion ausgefuhrt.

3. Deaktivierungsphase
Nach dem Schalten der Transition werden die betroffenen Stelleninhalte im Markenspei-
cher gedndert, wodurch sich der Zustand des PENCIL-Netzes und damit des Protokolls
andert.

Beim Schalten einer Transition erfolgt also vor und nach dem Schalten ein Zugriff auf den Mar-
kenspeicher. Externe Ereignisse werden den Schaltmaschinen tiber den globalen Bus zugefuihrt.
Deren Abarbeitung besteht nur aus Schalt- und Deaktivierungsphase.

Die Schaltmaschinen lassen sich zunachst durch ein M/M/c-Wartesystem modellieren,

e dem ein M/M/1-Wartesystem als Markenspeicher vor- und nachgelagert it,
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e dem die externen Ereignisse, a'so Kunden der Menge &, durch eine Quelle Q, zugefuhrt

werden,
e das mit einem weiteren M/M/1-Wartesystem, welches den globalen Speicher modelliert,
verbunden ist.
lvon der Kontrolleinheit
7\’4
M/M/1
Marken-
speicher
zur Kontrolleinhei
p4l
O
p45
Iy Pss
— ( Q)
v v
P2 Pl M/M/1
7»5 K5 globaler
M/M/c-FCFS PR S[EIEET
7\’6
Schaltmaschinen

Ps, Pse
Abbildung 5.2: Das Warteschlangennetz der Ausfilhrungseinheit

Es wurde schon darauf hingewiesen, dal3 Kunden der Menge £ an den Schaltmaschinen Vorrang
vor Kunden der Menge 7 haben und dies durch statische unterbrechende Prioritaten model-
liert wird. Im Abschnitt 4.3.5.1 sind M/M/c-FCFS PR-Wartesysteme vorgestellt worden, deren
Zwischenankunfts- und Bedienzeiten exponentiell verteilt sind und die bendtigte Bedienstrategie
besitzen. Somit werden die Schaltmaschinen as M/M/c-FCFS PR-Wartesystem mit P = {1,2}
modelliert, wobei AE! die Ankunftsrate von Kunden der Menge £ und A\E? die Ankunftsrate von
Kunden der Menge 7 angibt (= Abbildung 5.2). Diese Tatsache ist nur fur die Einzelanalyse
interessant. Wird das gesamte Warteschlangennetz betrachtet, verhalten sich die aggregierten
L eistungsgrofien von M/M/c-FCFS PR-Wartesystemen wie die der M/M/c-Wartesysteme (= Ab-
schnitt 4.3.5).

Wie im Warteschlangennetz der Kontrolleinheit besitzen auch im Warteschlangennetz der
Ausfuhrungseinheit alle Knoten die L ocal-Balance-Eigenschaft. Das dynamische Ablaufgesche-
hen wird durch Gesetzmal3igkeiten bei der Transitionsausfiihrung innerhalb der PAPER-Architek-
tur bestimmt.

Die Aktivierungspakete kommen al's Kunden aus der Kontrolleinheit am Markenspeicher mit der
Rate pss A3 an. Nach ihrer Bedienung werden sie den Schaltmaschinen zugefiihrt. Dies geschieht
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mit der Rate pss\4. Wegen der Local-Balance-Eigenschaft ist
PasAa = Pass - (5.10)

Neben diesen Kunden der Menge 7 kommen an den Schaltmaschinen auch Kunden der Menge
E mit der Rate \gs an. Von den in der Ankunftsrate pssA4 + Aos enthaltenen Kunden benutzt ein
bestimmter Anteil den globalen Speicher, was durch die Rate psgAs modelliert wird. Nach dem
Speicherzugriff erfolgt die Weiterverarbeitung durch die Schaltmaschinen. Diese Gesetzmaldig-
keit ist bei der Modellierung des Bedienprozesses der Schaltmaschinen zu berticksichtigen.

Der Abgangsprozeld der Schaltmaschinen in Richtung Markenspei cher erfolgt mit der Rate pssXs.
Diese Kunden gehen nach ihrer Bedienung im Markenspeicher (Deaktivierungsphase) mit einer
Rate von ps; A4 in die Kontrolleinheit Gber. Wegen der Local-Balance-Eigenschaft muf3

Pa1Aa = Psads = PasAs + Aos 29 PaaA3 + Aos (5.1d)

gelten. Durch die Gleichung (5.1d) ist zu erkennen, dal3 die Rate, mit der Kunden von der
Kontrolleinheit in der Ausfihrungseinheit ankommen (pssA3) kleiner ist, alsdie Rate, mit der sie
diese verlassen (pssAs + Aos). Es erreichen nur Kunden der Menge 7 die Ausfihrungseinheit.
Diese und die durch die Quelle Q. zugefuhrten Kunden der Menge £ werden bedient und der
Kontrolleinheit zugefuhrt.

Sind die Bedienzeiten des Markenspei cherswahrend der Aktivierungs- und Deaktivierungsphase
verschieden, ist dies bei der Modellierung des Bedienprozesses durch Mittelwertbildung zu
berticksichtigen.

5.2.3 Die Modellierung der Verbindung von Kontroll- und Ausfiih-

rungseinheit

In der PaPER-Architektur sind die Kontroll- und Ausfulhrungseinheit durch zwei FIFO-Warte-
schlangen miteinander verbunden (= Abschnitt 3.2.3). Diese sind in den Warteschlangennetzen
von Kontroll- und Ausfiihrungseinheit schon enthalten. Die Verbindungswarteschlange furr Kun-
den, die von der Ausfuhrungseinheit in die Kontrolleinheit Ubergehen, ist die Warteschlange
des Deaktivierers (= Abbildung 5.1), deren Ankunftsprozel3 die Rate A\; = ps1A4 hat. Fur den
umgekehrten Fall ist das die Warteschlange des Markenspeichers (= Abbildung 5.2). Da dieser
sowohl von Kunden der Aktivierungs- als auch der Deaktivierungsphase benutzt wird, sind bei
einer Kapazitatsanpassung nur die Kunden der Aktivierungsphase von Bedeutung. Das sind die
Kunden mit Ankunftsrate pss\3.

DieAbbildung 5.3 zeigt das gesamte Warteschlangennetz der PAPER-Architektur. Alle Knoten der
Knotenmenge A" = {1,2,...,6} sind vom Typ M/M/c, miissen die L ocal-Balance-Eigenschaft
besitzen und haben nur eine Kundenklasse. Durch diese Faktoren ist das Warteschlangennetz der
PaPeR-Architektur ein offenes Jackson-Netz, in dem jeder Knoten isoliert vom gesamten Netz
analysiert werden kann (= Abschnitt 4.4.2.1).
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Abbildung 5.3: Das Warteschlangennetz der PAPER-Architektur
5.3 Die Berechnung der Ankunftsraten und Verzwei-

gungswahrscheinlichkeiten

Fur das konstruierte Warteschlangennetz der PaAPER-Architektur (= Abbildung 5.3) erfolgt in
diesem Abschnitt die Lastbeschreibung der einzelnen Knoten. Diese umfald die Ermittlung
der Ankunftsraten und der Verzweigungswahrscheinlichkeiten der einzelnen Knoten. Durch die
Ankunftsraten werden die Ankunftsprozesse der Knoten charakterisiert und somit die Kundenlast,
die von den einzelnen Knoten zu bewaltigen ist. Sie bilden die Grundlage fur die Analyse des
Warteschlangennetzes.

Nach den im Abschnitt 4.4.1 eingefuhrten Formalismen fur Warteschlangennetze deren Knoten
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stationare Zustande haben, lassen sich die Ankunftsraten durch Losen des Gleichungssystems

6
)\,Z)\0|+Zp“)\1, \V/|€{1,2,,6}:N (528.)

=1

berechnen. Fur die Verzwei gungswahrscheinlichkeiten muf
6
Z pij = 1, Vi € N (52b)
j=0

gelten.

Aus der Abbildung 5.3 kénnen die Gleichungen zur Berechnung von A = (Ag, Az, ..., ) direkt
aufgestellt werden.

A1 = ParAg

A2 = Aoz

A3 = Pr3A1 + Pashz
A4 = PaaAs + Psals

As = Aos + PasAa + Mg

(5.3)

A6 = PssAs

Die Gesetzmaldigkeiten fur den Kundenflu3wurden schon bei der Konstruktion des Warteschlan-
gennetzes beschrieben.
(5.12)

P31 = Pagra (5.4a)
Pasra 27 Pasdos = (P + Paa) s (5.4b)
pasha 27 pas)s (5.40)
Pa1Aa 29 PsaAs = PasAsa + Aos 629 P3ar3 + Aos (5.4d)

Esist psirs = M1 629 (P10 + p13)A1. In dem Abgangsprozefd pi13A1 sind nur Kunden der Menge 7
enthalten. Der Abgangsprozel3 p;oA1 beinhaltet nur Kunden der Menge €. Das sind die Kunden,
die von der Quelle Q, mit einer Rate von \gs dem Warteschlangennetz zugefiihrt werden. Daher
ist

Aos = P1oAs - (5.4¢)
Da )1 = paAs i, gilt mit Gleichung (5.4d)
A1 = Psads . (5.4f)
Die Gleichung (5.4a) 1&3 sich auch durch
P30As = P1aA1 620 (1 =p1)s ©29 )\, = Aos 620 Psals < Aos (5.49)

darstellen.

Der weitere Weg zur Berechnung von X durchdas Glei chungssystem (5.2a) ist von den bekannten
Grofen abhangig. Im Folgenden soll davon ausgegangen werden, dal3
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¢ die Ankunftsrate A\os von Kunden der Menge &,

o eine der Verzweigungswahrscheinlichkeiten ps, oder psg mit pss + psg 2> 1

bekannt sind. Ebenfalls ssi pys oder pao (Pao + P2z 2 1) bekannt. pas gibt den Anteil der

schaltfahigen Transitionen an den potentiell schaltfahigen Transitionen an, wahrend p,o das
Gleiche fur die as nicht schaltfahig erkannten Transitionen angibt. Dieser Wert 1af3 sich durch
eine Analyse des als PENCIL-Netz formalisierten Protokol | s abschétzen.

5.3.1 Die Berechnung von X fiir ein bekanntes Ao

Der Auswerter ermittelt pro Zeiteinheit eine bestimmte Anzahl schaltfahiger Transitionen. Das
wird im Warteschlangennetz durch psA, modelliert. Die al's schaltfahig erkannten Transitionen
werden vom Aktivierer auf ihre Aktivierbarkeit gepriift. Nicht aktivierbare Transitionen werden
verworfen, was durch die Rate p;,As modelliert wird. Dann wird durch

Y p/ )\3
5. - PaoAs _ Pao 55
9 P2sr2  P2sroz (63)

das Verhaltnis von gesperrten schal tfahigen zu schaltfahigen Transitionen angegeben. Fur 64 gilt
0 < ¢4 < 1,denndieinder ,Erzeugungsrate’ desAuswertersenthaltenen gesperrten Transitionen
kann nicht grofer sein a's diese selbst. Dementsprechend ist

S =18y, 6,6 €[0,1] (5.6)

das Verhaltnis von aktivierten zu schaltfahigen Transitionen. Bei der weiteren Ermittiung von X
wird davon ausgegangen, dald 64 oder ¢; durch Analysen des zugrunde liegenden PENCIL-Netzes
asbekannt vorausgesetzt werden konnen. Durch é4 1813t sich das Produkt psa A3 ausder Gleichung
(5.4b) bestimmen.

Paads = P2sroz S Paos
2 P23A02 & gP23A02
= (1=0g) - P23z
% §ipasron
Nach Gleichung (5.4c) gilt dann
PsaA3 = PasAs = 6¢PazAoz - (5.7)

Die in (5.3) aufgestellten Gleichungen zur Berechnung von X sind mit den bisher hergel eiteten
Gesetzmaldigkeiten wie folgt umformbar.
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A1 = Psads
A2 = A2
Az = P23Ao2 + Psars < Aos
(5.8
Ag = 0P23ro2 + Psals
As = Ags + 6tP23 Aoz + A6
A6 = PseAs
Dann sind nur noch die zu errechnenden )\ unbekannt.
Durch Losen des linearen Gle chungssystems
A1 EPsa)s = 0
A2 = Aoz
Az EPsads = Psroz SAes (5.9)
Aa <:}p54)\5 = of p23)‘02
A5 SAg = Aos + 0rPasro2
“Pssrs g = 0
nach dem Gaul3 schen Losungsverfahren erhalt man die gesuchten Ankunftsraten ;.
A1 = Aos + Ot Pasroz
A2 = A2
Az = (1+65) - pasroz
)\4 = )\05 +2- 5f p23)\02 (510)
1
As = (Aos + 0Pasron) - —
Psa

As = (Aos + 01 P2sro2) - Ps
Ps4
Aos, Aoz, Of, P23, Psa UNd psg Sind positive Werte. Dann ist X > 0 und somit eine glltige Ldsung

fur das Gleichungssystem (5.9).

Mit den errechneten ); lassen sich die durch den Kundenflul3 bestimmten Verzweigungswahr-
scheinlichkeiten fur das Warteschlangennetz berechnen.
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(5.4¢) Aos5 _ Aos
pro 27 28 = TS
A1 Aos + OrPasioz
(5.2b) OtP23 Aoz
2) 1 p = — P82
Pz P1o Aos + O1P23 Aoz
;65 dgPsroz _ dg
0 A3 1+ &
y 64) P31 _ 6
Po = TN T 1vs (511)
67 0t P2z oz _ Ot
3 A3 1+ 6

63 A1 _ Aos+ drPashoz
Aa Aos+ 2 6tPasroz

67 0tP2sroz _ Ot P2z oz
A Aos + 2 - 0tP2sroz

Wie durch die Gleichungen (5.10) zu erkennen ist, sind die Ankunftsraten A; im wesentlichen
von drel Faktoren abhangig:

Aos  DurchdieRate Ags werden dem Warteschlangennetz Kunden der Menge £ zugefuhrt.
Aoz DieRate Ao, erzeugt am Auswerter neue Kunden der Menge 7.

0tP23  Das Produkt é6¢p23 gibt den Anteil der durch die Quelle Q, erzeugten Kunden an, die
nicht von einer der Senken S; oder S; aufgenommen werden.

Die von der PaPER-Architektur auszufilhrenden Protokollaktionen sind in erster Linie vom Auf-
treten externer Ereignisse abhangig. Durch sie werden die Protokollaktionen initiiert. Welche
und wieviele Protokollaktionen auszufilhren sind, ist von der Struktur des PENCIL-Netzes und
der im Schalten befindlichen Transitionen abhangig.

Wenn keine externen Ereignisse auftreten (\gs = 0), werden nur Protokollaktionen ausgefiihrt,
die unabhangig von externen Ereignissen sind. Werden dem Auswerter keine Transitionen zur
Prifung der Schaltfahigkeit tbergeben (Ao, = 0) oder findet er keine schaltfahigen Transitionen
(p23 = 0), dann werden nur die externen Ereignisse an den Schaltmaschinen bearbeitet aber das
Protokoll reagiert auf diese nicht. Ein @hnlicher Fall tritt ein, wenn alle als schaltfahig erkannten
Transitionen gesperrt sind (6g = 1, 6 = 0). Die kirzeste Reaktionszeit auf externe Ereignisse
wird erreicht, wenn alle als schaltfahig erkannten Transitionen aktiviert werden konnen (6 = 1,
6g = 0).



9 Uas vvdllestrliangernimnoducll uel FAFER- ATCTIIIEKIUTD

5.3.2 Die Berechnung von X fiir Ao2 = YA1

Bel der Modellierung der Kontrolleinheit (= Abschnitt 5.2.1) wurde darauf hingewiesen, dal3 die
Ankunftsrate A\, = A\q, direkt von der Rate \; abhangig ist.

)\2 = )\02 = "}/)\1 ) vy Z 0 (512)

Jeder Kunde, der im Desaktivierer bedient wird, erzeugt + neue Kunden. Das sind die inzidenz-
abhangigen, potentiell schaltfahigen Transitionen, die vom Auswerter auf ihre Schaltfahigkeit zu
prufen sind. Das Verhatnis von gesperrten schaltfahigen zu schaltfahigen Transitionen ist nun

durch /
_ Pypis

P23y A1
gegeben.
Mit den Gleichungen (5.8) und den Gesetzmaldigkeiten fur den Kundenflufd im Warteschlangen-
netz der PAPER-Architektur, lassen sich die Gleichungen zur Berechnung von X fir gz = 7A;
durch

A1 = Psads
A2 = 7Psars
Az = (14 P2zy) - Psars < Aos
Aa = (1+6tp237y) - Psars (513)
1
= (st
s= Toipmps (et
A6 = PseAs
aufstellen.
Der Losungsvektor X furr das lineare Gleichungssystem
A1 EPsads = 0
A2 &YPsals = 0
A 1+ A = S\
3 (1 + P2sy)Psars 3 05 (5.14)
g &1+ 61Pazy)Psars = 0
1 _ 1
)\5 <:>>1—<5f|02'ﬂI054 )\6 T 1-6tpasPsa )\05
EPseAs Xe = 0

beinhaltet die gesuchten Ankunftsraten ;.



9.0 Vic bercChliulng acth Alkurirtsiaten urna verZwelgurigswarir sCrielircrkeiter

N T
1 1<:>5fp23’}/ 05
~
o= ——— )
2 1<:>5fp23’}/ 05
_(A+é)- P23y
g= 7 FBT
1 <:>5f P23
_ 1+6ipsy (5.15)
4= ————Aos
1 <:>5f P23~
I SR
* T 16y P
1
A6 Pse

T 18Py Pea
Aos, 6, Pas und v sind positive Werte, Damit nun A > 0 ist, muR
1&6tpsy >0 & orP2zy <1 (5.16)

gelten. Diese Restriktion &3t die Frage aufkommen, ob das Warteschlangennetz die PAPER-AT-
chitektur korrekt modelliert. Im Abschnitt 5.3.1 wurde eine gultige Losung fur X hergeleitet, bei
der Ao, as bekannt vorausgesetzt wird. Das fuhrt zu der Vermutung, daf3 die Restriktion (5.16)
durch den Kundenflufd und die Abhangigkeit von \g; und A; hervorgerufen wird.

Durch das Deaktivieren einer Transition t werden in der PAPER-Architektur inzidenzbedingt im
Mittel ~ Transitionen potentiell schaltfahig. Der Auswerter erkennt

ts @ po3y (5.17)

Transitionen, die durch das Schalten der Transition t schaltfahig geworden sind. Esist ts < ~,
da fir po3 as Verzweigungswahrscheinlichkeit ps € [0, 1] gilt. Von diesen ts schaltfahigen
Transitionen kdnnen nur

ta ' Srposy (5.18)

Transitionen aktiviert werden. Die restlichen ogp23y = (1 < 6¢)p23y Transitionen sind durch im
Schalten befindliche Transitionen gesperrt. Da é; € [0,1], ist t; < ts < ~. Die Abbildung 5.4
verdeutlicht diesen Zusammenhang.

potentiell scfh\altfahlg Yy
&/
schaltfahig  ts=p,sY

2
&)
€ktiviert t,= & pza

Abbildung 5.4: Zusammenhang zwischen potentiell schaltfahig, schaltfahig und akti-
viert

N

N

Somit hat das Deaktivieren einer Transition das Aktivieren vonim Mittel t, = é;pe3y Transitionen
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zur Folge und es muf3 nach (5.16)

O<ledpmy=lety<l & ta<1
gelten. Im Mittel durfen pro deaktivierter Transition weniger alseine Transition aktiviert werden.
Erweitert man die Restriktion (5.16) mit ), so gilt:

biP2sy < 1
& O1P23Y AL < A1
e 0Pz < Ay
@ paads < A % paa (5.19)

Die Rate, mit der Kunden im Warteschlangennetz von der Sperreinheit zum Markenspeicher
Ubergehen (psgA3), muld im Mittel kleiner sein als die Rate, mit der sie den Markenspeicher in
Richtung Deaktivierer verlassen (psiAs).

Ubertragen auf die PAPER-Architektur bedeutet das, dal3 pro Zeiteinheit im Mittel weniger Tran-
sitionen von der Kontrolleinheit in die Ausfuhrungseinheit gelangen dirfen als umgekehrt. Das
ist der Fall, da neben den abzuarbeitenden Transitionen, die von der Kontrolleinheit in die
Ausfuhrungseinheit Ubergegangen sind, auch die externen Ereignisse nach ihrer Bearbeitung an
die Kontrolleinheit weitergel eitet werden?.

Die in Ungleichung (5.16) aufgestellte Restriktion bedeutet fur die Modellierung der PAPER-
Architektur durch das im Abschnitt 5.2 konstruierte Warteschlangennetz keine Einschrankung,
sondern wird durch Gesetzmaldigkeiten bei der Abarbeitung von Protokollaktionen und der
Notwendigkeit der Local-Balance-Eigenschaft hervorgerufen.

Mit den durch die Gleichungen (5.15) errechneten ); lassen sich die durch den Kundenflul3
bestimmten Verzweigungswahrscheinlichkeiten wie in den Gleichungen (5.11) fur das Warte-
schlangennetz bestimmen.

Ot
=1 ) =
P1o =01 P23y P3a 1+0;
P13 = 6t P23y 1
S Psy1 = ———
Po= 145 1+ ooy (5.20)
S s = 0t P23y
A 1+ 6tposy
p30 1+ 5f

15 Bemerkung zur Gleichung (5.1d) auf Seite 62
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5.4 Die Berechnung der Verzweigungswahrscheinlichkei-

ten psy und pPsg

Bei der Berechnung der Ankunftsraten fur das Warteschlangennetz der PAPER-Architektur wurde
u.a. davon ausgegangen, dal3 die Verzwei gungswahrscheinlichkeiten ps, und psg bekannt sind. Die
Werte dieser Verzweigungswahrscheinlichkeiten sind von der Anzahl der Transitionen abhangig,
die wahrend ihrer Bearbeitung durch die Schaltmaschinen auf den globalen Speicher der PAPER-
Architektur zugreifen.

Die Schaltmaschinen wurden as ein M/M/c-FCFS PR-Wartesystem modelliert. Dieses besitzt
nach Abschnitt 4.3.5 die Eigenschaft, dal3 sich die aggregierten Leistungsgrofien wie die eines
M/M/c-Wartesystems verhalten. Die Schaltmaschinen haben einen Poisson’schen Ankunftspro-
zel3 mit der aggregierten Ankunftsrate As. In dieser Rate sind auch die Kunden enthalten, die
schon eine Teilbedienung durch die Schaltmaschinen erhalten haben. Diese kommen an den
Schaltmaschinen mit einer Rate von pesAs = Ag an. Wegen der Verschmelzungseigenschaft des
Poisson-Prozesses (= Abschnitt 4.2.3.5) kommen ,,neue’ Kunden mit der Rate \s < \g an den
Schaltmaschinen an.

s e hg & PasAs + Aos

(5.:4d)
=" Parra

&3 Ay

Diese ankommenden Kunden greifen mit der Wahrscheinlichkeit pgo, Wahrend der Bedienung
durch die Schaltmaschinen auf den globalen Speicher zu. Somit besitzt der Abgangsprozef3 der
Schaltmaschinen in Richtung globalen Speicher die Rate

PssAs = PglobA1 -
Daraus laf3t sich nun psg berechnen.

PssAs = PglobA1

A1
= Pss = pglob‘)\_
5

1 3
(5.15) 1-5pzzy "'0°
=" Pglob 1 1
1-5tp23y Psa
= Pglob - P54

2b
620 Pglob - (1 <> Pse)

_ Pgloo
A Pse = T+po Pyos (5.21)

Aos

Dapss + psg = 1ist, ist psy direkt berechenbar.

Psa = 1&Pse
2y 1

- 522
1+ pgiob ( )
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Die einzigen Ankunftsraten, die direkt von pss und pss abhangen, sind As und As. Mit den
hergel eiteten Berechnungsvorschriften fur ps, und psg gilt dann:

. 1 .
As 29 (Aos + 6t Pasroz) - — A6 29 (Aos + 6t P2shoz) - Pss
Psa Psa
= (Aos + 6rP2sroz) - (1 + Pglob) = (Aos + 6rP23Ao2) - Pylob
(5.15) 1 1 ). (619 1 Pss | (5.23)
= = — o5
> 1 < 6rP2zy Psa % ° 1 < 0tP2sy Psa
1 1
= — .(1+ Y = . Y
1600 (1 + pgiob) - Aos 150:pa Pglob - Aos

Auf die Bedeutung der hier berechneten Verzweigungswahrscheinlichkeitenwird bel der Analyse
der Ankunftsprozesse im Warteschlangennetz der PAPER-Architektur naher eingegangen.

In diesem Kapitel wurden die ersten Schritte fur die analytische Leistungsbewertung der Pa-
PER-Architektur durchgefuhrt. Es wurde ein Warteschlangenmodell konstruiert und auf dessen
Basis die Berechnungsvorschriften fur die Lastmodel lierung und die I nteraktionen der einzelnen
Knoten hergeleitet. Diese werden im Anhang B noch einmal zusammenfassend aufgelistet.

Auf der Basis der Ankunftsraten und Verzweigungswahrscheinlichkeiten wird in den nachsten
Kapiteln das Verhalten des Warteschlangennetzes untersucht, um daraus Ruickschliisse auf die
Leistungsfahigkeit der PAPER-Architektur ziehen zu konnen.



6. Die Analyse des Warteschlangenmo-
dells

6.1 Die Analyse der Ankunftsraten

Im Abschnitt 5.3 wurden Berechnungsvorschriften fir die Ankunftsraten und Verzwei gungswahr-
scheinlichkeiten des Warteschlangennetzes der PAPER-Architektur hergeleitet. Die Ankunftsraten
charakterisieren die Poisson’schen Ankunftsprozesse der Knoten und somit die Kundenlast, die
von den einzelnen Knoten zu bewaltigen ist. Diese werden durch den Faktor

def. 1 Gig 1

T 1esipey 0 loty
und die Rate \os, mit der dem Warteschlangennetz Kunden der Menge £ zugefiihrt werden,
bestimmt?.

ta € [0, 1) (6.1)

Die zentrale Rolle der externen Ankunftsrate A\gs fur die Ankunftsraten aller Knoten des War-
teschlangennetzes ist durch die Konstruktion der PAPER-Architektur begriindet. Erst durch das
Auftreten von externen Ereignissen wird das Ausfilhren von Protokollaktionen ausgel 0st.

Der Wert von F ist von t, abhangig, das nach Gleichung (5.18) das Produkt der folgenden drei
Faktoren ist:

~  Eine inzidenzabhangige Anzahl von Transitionen, die nach dem Schalten einer Tran-
stion oder dem Auftreten eines externen Ereignisses potentiell schaltfahig geworden
sind.

p2; Der Anteil von +, der vom Auswerter al's schaltfahig erkannt wird.

6  Das Verhdtnisvon aktivierten zu schaltfahigen Transitionen.

Durch t; wird die mittlere Anzahl von Kunden der Menge 7 angegeben, die als Folge der
Bearbeitung eines Kunden der Menge X durch den Deaktivierer, von der Sperreinheit an die
Ausfuhrungseinheit weitergeleitet werden. Somit gibt t, die mittlere Anzahl von Transitionen
an, die nach dem Schalten einer Transition aktiviert sind: Ist in der PAPER-Architektur eine
Transition oder ein externes Ereignis bearbeitet worden, so konnen anschlief3end im Mittel t,
andere Transitionen ausgefiihrt werden.

Die Bedeutung von F soll durch zwei Extremfalle untersucht werden.

1 Dat, = 6pozy € [0,1) ist, ist F der Grenzwert der geometrischen Reihe Z(ta)i.
i=0

73
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1. t,=0 = F=1
Die Ankunftsraten im Warteschlangennetz werden nur durch Kunden der Menge £ be-
stimmt, die dem Warteschlangennetz durch die Quelle Q. mit der Rate A\os zugefiihrt
werden. In einer solchen Situation bearbeitet die PAPER-Architektur nur die externen Er-
eignisse, aber es erfolgt keine Reaktion durch das Protokoll. Die Ursache fur ein solches
Verhalten liegt in einem der drel folgenden Falle:

a) Esexistieren keine potentiell schaltfahigen Transitionen (v = 0).
b) Der Auswerter kann keine schaltfahigen Transitionen ermitteln (pz3 = 0, poo = 1).
c) Alleasschaltfahig erkannten Transitionen sind gesperrt (6 = 0, 6g = 1).

2.t,—-1 = F—> x
Das Bedienen eines Kunden der Menge K durch den Deaktivierer hat zur Folge, dal3 die
Sperreinheit zu fast jedem dieser Kunden einen Kunden der Menge 7 an die Ausfuh-
rungseinheit weiterleitet. Eine solche Situation wird durch einen der drel folgenden Falle
hervorgerufen:

a) Fast jede potentiell schaltfahige Transition wird als schaltfahig erkannt und aktiviert.
b) Esexistierenvielepotentiell schaltfahige Transitionen, von denen aber nur annahernd
O¢Po3 = } Transitionen aktiviert werden konnen.
Y

c) Erkennt der Auswerter viele der potentiell schaltfahigen Transitionen as schalt-
fahig, so ist das Verhdtnis von aktivierten zu schaltfahigen Transitionen annahernd

20 | |
15 |

10 A

0 ta
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Abbildung 6.1: Der Faktor F as Funktion von t,, t, € [0, 1)

Die Betrachtungen des Faktors F lassen Aussagen fur das Verhalten der PAPER-Architektur im
Hinblick auf die Struktur des PENCIL-Netzes zu.

Besitzt das PENCIL-Netz eine Vielzahl von unabhangigen Transitionssequenzen, so wird je
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Transitionssequenz zwar nur eine Transition als potentiell schaltfahig erkannt, die, wenn ihre
Schaltbedingung erfillt ist, auch aktiviert wird. Im umgekehrten Fall werden viele Transitionen
als potentiell schaltfahig erkannt. Aber wegen des hohen Konnektivitatsgrades sind viele dieser
Transitionen durch in Bearbeitung befindliche Transitionen gesperrt. Bei der Umsetzung eines
Protokolls in ein PENCIL-Netz ist darauf zu achten, dal3 die Abhangigkeit von Transitionen
untereinander auf ein Mindestmal3reduziert wird. Dann konnen vieleder al sschaltfahig erkannten
Transitionen aktiviert werden. Durch die unabhangigen Transitionssequenzen wird ein hohesMal3
an Paralelitat erreicht, das einer entsprechend schnellen Abarbeitung von Protokollaktionen
gleichkommt.

Die Ankunftsraten ); aus den Gleichungen (5.15) lassen sich durch
Ai=F-fi Aos Vie N (6.2)
ausdriicken, wobel f; ein knotenspezifischer Faktor ist.

Die Gleichung (6.2) l1a3t erkennen, dal3 sich die Ankunftsraten linear mit der Ankunftsrate \gs
andern. Verandert sich Ags um den Faktor k, dann verandern sich alle \; um diesen Faktor.
Die Gesetzmaligkeiten im Kundenfluf? zwischen den Knoten bleiben davon unbertihrt, da die
Verzweigungswahrscheinlichkeiten unabhangig von Ags sind. Diezentrale Rolleder Ankunftsrate
Aos fur die Ankunftsraten A aller Knoten des Warteschlangennetzes liegt in der Bedeutung der
externen Ereignisse fir die PAPER-Architektur. Erst durch sie werden die Protokollaktionen in
Form von Transitionen des PENCIL-Netzes ausgel 0st. Treten also viele externe Ereignisse ein,
so erhoht sich die Anzahl der auszufhrenden Transitionen, was sich im Warteschlangennetz in
hoheren Ankunftsraten ausdriickt.

Anderungen des Faktors F werden durch t, hervorgerufen und sind von der Struktur des PENCI L -
Netzes abhangig. Das Verhalten von F in Bezug auf t; spiegelt sich dann in der Hohe der An-
kunftsratewieder. Dieser Sachverhalt wirdin der Abbildung 6.2 fur einige ausgewahlte Wertevon
ta € [0,1) dargestellt. Wahrend die externen Ereignisse das Transitionsaufkommen in der PAPER-
Architektur von aul3en beeinflussen, werden durch t, die Ankunftsraten im Warteschlangennetz
von innen, d.h. durch die Anzahl der aktivierten Transitionen, verandert.

Aus den Berechnungsvorschriften der Ankunftsraten in den Gleichungen (5.15) &3t sich erken-
nen, dal3 der Auswerter und die Sperreinheit die hochsten Ankunftsraten und damit das hochste
Lastaufkommen haben. In der PAPER-Architektur sind der Auswerter und der Aktivierer fur die
Bereitstellung neuer Transitionen verantwortlich. Sie missen aus einer Menge von Transitionen
digenigen herausfiltern, die dann in der Ausfilhrungseinheit zur Bearbeitung kommen. Fur die
Leistungsfahigkeit der PAPER-Architektur kommt ihnen somit eine besondere Bedeutung zu.

6.2 Die Analyse der Verzweigungswahrscheinlichkeiten

Auch einige Verzweigungswahrscheinlichkeiten andern sich bei Anderungen von t,. Durch die
Verzweigungswahrscheinlichkeiten sind die Gesetzmaldigkeiten fur den Kundenflufd im Warte-
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Ankunftsrate
A
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Abbildung 6.2: Das Verhalten der Ankunftsraten fir einige ausgewahlte Werte von t,

schlangennetz modelliert worden. In erster Linie sind davon die Verzweigungswahrscheinlich-
keiten des Markenspeichers und des Deaktivierers betroffen.

6.2.1 Die Verzweigungswahrscheinlichkeiten des Markenspeichers

Fur die Verzweigungswahrscheinlichkeiten des Markenspeichers gilt:

(5.20) 1 (5.18) 1 (520 0t P23y 618 fa
1+5fp23’)/ 1+ta 5 1+5fp23’)/ 1+ta
Sie haben den in Abbildung 6.3 dargestellten Verlauf fur ein sich anderndes t,.

Pa1

1

P
0,9 1 e
Tl —Pass
0,8 1 el

0,7 T
0,6 B
0,5 | e,
0,4 |
0,3 |
02 |
01 |

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ > 1
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

a

Abbildung 6.3: Das Verhalten der Verzweigungswahrscheinlichkeiten ps; und pss bel
Anderungen vont,, ta € [0,1)

Fur t; — 1 ndhern sich ps; und pss einem Wert von 0.5 an. ES gilt psshs &) PasAs und

P3sA3 ©2 ps1)4. Die Rate, mit der Kunden von der Kontrolleinheit in die Ausfihrungsein-
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heit Ubergehen (pss)3), ist fast gleich der Rate, mit der sie von der Ausfuhrungseinheit zu
Kontrolleinheit Ubergehen (ps41A4). Diese anndhernde Gleichheit kommt daher, dald in der Rate,
mit der Kunden von der Ausfilhrungseinheit zur Kontrolleinheit tibergehen, die durch die Quelle
Q. erzeugten neuen Kunden enthalten sind. Der Anteil der durch die Quelle Q. zugefihrten
Kunden der Menge £ an der Rate ps1\4 ist sehr gering, dadie Raten ps; A4 und pgshs wegen ihrer
annahernden Gleichheit von p4; und pss hauptsachlich durch pss A3 bestimmt sind. Es sind somit
erheblich mehr Kunden der Menge 7 als Kunden der Menge £ im Warteschlangennetz.

In der PaPER-Architektur sind in einer solchen Situation hauptsachlich Transitionen desPENCIL-
Netzes im Umlauf. Die externen Ereignisse spielen wegen ihrer geringen Anzahl im Vergleich
zu den Transitionen eine untergeordnete Rolle.

6.2.2 Die Verzweigungswahrscheinlichkeiten des Deaktivierers

Die Verzweigungswahrscheinlichkeiten des Deaktiviererslassen sich durch

5,20 518 5,20 518
plo(=)1<:>5fp237(=)1<:>ta p13(=)5fp237(=)ta

berechnen. Fur ein sich anderndes t, haben sie den in Abbildung 6.4 dargestellten linearen
Verlauf.

1
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0,8 - el R

0,7 \‘\\\

0’6 i \\\\\\\\ -t plO

0.5 1 P S — P13

0,4 | \

0,3 T

02 T

01 1 \
0 : : : : : : ‘ ‘ —t,

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 08 09

Abbildung 6.4: Das Verhaten der Verzweigungswahrscheinlichkeiten p;o und py3 bei
Anderungen von t,, t € [0,1)

Fur t; = 0.5 sind die Verzweigungswahrscheinlichkeiten des Deaktivierersgleich. In diesem Fall
verlassen pro Zeiteinheit genauso viele Kunden das Warteschlangennetz durch die Senke S, wie
vom Desaktivierer zum Sperrvektor tbergehen, d.h.

P1oA1 = P13A1 -

Nach Gleichung (5.4e) ist die Rate pipA1 gleich der Rate \os. Mit dieser Rate werden dem
Warteschlangennetz Kunden der Menge € durch die Quelle Q, zugefiihrt. Essind also gleichviele
Kunden der Menge £ wie Kunden der Menge 7 von der Ausfihrungseinheit zur Kontrolleinheit
Ubergegangen, d.h. A; = 2Xgs. In den Schaltmaschinen werden pro Zeiteinheit die gleiche Anzahl
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von Kunden der Menge £ wie der Menge 7 bedient. Die PAPER-Architektur bearbeitet genauso
viele externe Ereignisse wie Transitionen.

Ist dagegen t, = 0, gehen alle am Deaktivierer ankommenden Kunden mit der Rate ), in die
Senke S, Uber (p1o = 1). Am Deaktivierer kommen nur Kunden der Menge £ mit einer Rate
von \gs an. Die PAPER-Architektur bearbeitet nur die externen Ereignisse. Es erfolgt aber keine
Reaktion durch das Protokoll, da keine Transitionen aktiviert wurden.

6.2.3 Die Verzweigungswahrscheinlichkeiten der Sperreinheit

Die Verzweigungswahrscheinlichkeiten der Sperreinheit
, b y O b
p?’o_lT(Sf p?’o_lT(Sf p34—1+5f
werden indirekt von t; beeinfluf®. Sie sind in erster Linie von dem Verhaltnis von aktivier-
ten zu schaltfahigen (é¢), bzw. gesperrten zu schaltfahigen (64) Transitionen abhangig. Diese
Verhaltnisse wurden im Abschnitt 5.3.1 definiert.

Fur die Verzweigungswahrscheinlichkeiten gilt nach den Gleichungen (5.20): p3, = pss. Die
Wahrscheinlichkeit, dafl3 Kunden von der Sperreinheit zur Senke S; Ubergehen (p%,) ist gleich der
Wahrscheinlichkeit, dal3 Kunden von der Sperreinheit zu ihrer Abarbeitung in die Ausfiihrungs-
einheit Ubergehen (ps4). Diese Gleichheit liegt in der Konstruktion des Warteschlangennetzes. Die
Sperreinheit modelliert sowohl den Sperrvektor als auch den Aktivierer der PAPER-Architektur.
Von der Wahrscheinlichkeit ps4 Sind nur die Transitionen betroffen, die aktiviert werden konnten.
Diese Transitionen haben nach dem Schaltvorgang einen erneuten Zugriff auf den Sperrvektor
um die durch ihr Schalten gesperrten Transitionen zu entsperren. Als deaktivierte Transitionen
haben sie keineweitere Funktion mehr. Daswird im Warteschlangennetz durch p5, und die Senke
S moddliert.

Sind 6; = 64 = 0.5, dann sind die Verzweigungswahrscheinlichkeiten gleich. In der PAPER-Ar-
chitektur sind von den durch den Auswerter als schaltfahig erkannten Transitionen eine Halfte
gesperrt, wahrend die andere Halfte aktiviert wird.

6.2.4 Die Verzweigungswahrscheinlichkeiten der Schaltmaschinen

Im Abschnitt 5.4 wurden die Berechnungsvorschriften fur die Verzweigungswahrscheinlichkeiten
der Schaltmaschinen hergeleitet.
622 1 (521)  Pglob

Pos = 1+ pglob ® 1+ pglob
Diese sind von der Wahrscheinlichkeit pgop abhangig, mit der die Kunden wahrend ihrer Bedie-
nung durch die Schaltmaschinen auf den globalen Speicher zugreifen. Die Abbildung 6.5 zeigt
den Verlauf der Verzweigungswahrscheinlichkeiten pss und pse in Bezug auf pgiop.

Benutzt kein Kunde den globalen Speicher, so ist pss = 0. Benutzt dagegen jeder Kunde den
globalen Speicher, sind die Verzweigungswahrscheinlichkeiten gleich: pss = psg = 0.5. Jeder
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Abbildung 6.5: Der Verlauf der Verzweigungswahrscheinlichkeiten ps, und psg

neue Kundeder Mengen7 und &, der mit der Rate A\s<)g &3) PasA4+ Aos @n den Schaltmaschinen
ankommt, benutzt wahrend seiner Abarbeitung durch die Schaltmaschinen den global en Speicher.
Dadurch werden den Schaltmaschinen vom globalen Speicher die gleiche Anzahl von Kunden
zugefuhrt. Das erklart die Gleichheit der beiden Verzwei gungswahrscheinlichkeiten.

Mit der Veranderung von pgon andert sich die aggregierte Ankunftsrate As der Schaltmaschinen.
Aus den gerade beschriebenen Griinden fiihrt das bei pgo, = 1 zu einer Verdopplung der An-
kunftsrate. In der Abbildung 6.6 wird der Zusammenhang zwischen einem sich andernden pyon
und der aggregierten Ankunftsrate der Schaltmaschinen dargestel|t.

Ankunftsrate
2Ag 1

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
pglob

Abbildung 6.6: Das Verhalten von As bei sich anderndem pyon

Die Bedeutung des globaen Speichers wirkt sich auch auf die Bedienzeit der Schaltmaschinen
aus. Diese sind als M/M/c-FCFS PR-Wartesystem modelliert worden. Die Bedienzeit ist somit
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exponentiell verteilt mit der Rate x5 und alle Kunden haben die gleiche mittlere Bedienzeit.
Benutzt ein Kunde nun wahrend seiner Bedienung durch die Schaltmaschinen den globalen
Speicher, so wird er im Warteschlangennetz nach dem Speicherzugriff den Schaltmaschinen
erneut zugefuhrt. Geht man von einer konstanten Bedienzeit je Kunden aus, so wirde ein Kunde
in 2715 Zeiteinheiten bedient werden. Dieser Wert entspricht aber nicht der Realitét in der PAPER-
Architektur, dasich durch einen Speicherzugriff die Bearbeitungszeit einer Transition nur umdie
Dauer des Speicherzugriffesandert. Aus diesem Grund mul3 die Bedienrate der Schaltmaschinen
im Warteschlangennetz in Abhangigkeit von pgo, korrigiert werden.

Vom Markenspeicher und der Quelle Q, kommen pro Zeiteinheit im Mittel pssA4+ Aos Kunden an
den Schaltmaschinen an. Diese Kunden benutzen mit der Wahrscheinlichkeit pg o, den globalen
Speicher, was sich durch psgAs = Ag ausdriickt. Es werden also pssh4 + Ags < Ag Kunden von den
Schaltmaschinen bearbeitet, die den globalen Speicher nicht benutzen. Diese haben eine mittlere
Bedienzeit von 715 Die verbleibenden )\ Kunden und die vom globalen Speicher mit der Rate g
ankommenden Kunden frequentieren die Ausfihrungseinheiten je einmal. Ihre Bedienzeit darf
somit bei jeder Benutzung der Schaltmaschinen nur 2—3% sein. Fur die Bedienzeit aller \s Kunden,
die pro Zeiteinheit an den Schaltmaschinen ankommen, gilt somit:

1 (54d A A
[(PasAa + Aos) @)\e] — + 2)‘62 2 )\6)_ +2=22
5 H5 5[5
Jeder einzelne Kunde hat dann eine gemlttelte Bedienzeit von
1_ M 619 P
fis  Aspis fis
Das entspricht einer Bedienrate von
_ 5 22
5= 2= ®2 (1+ pyar)us (6:3)
Ps4

Somitist (1+pgiob) der Korrekturfaktor fur die Bedienrate des M/M/c-FCFS PR-Wartesystemsder
Schaltmaschinen wenn die Kunden mit der Wahrscheinlichkeit pgq, Wahrend ihrer Bearbeitung
auf den globalen Speicher zugreifen.

6.3 Die Ankunftsraten der Prioritatsklassen

Die Schatmaschinen wurden als M/M/c-FCFS PR-Wartesystem mit zwei Prioritéatsklassen P =
{1,2} modelliert. Die Kunden der Menge &, die mit der Rate A\gs an den Schaltmaschinen
ankommen, bilden die erste Prioritatsklasse. Sie haben Vorrang vor alen anderen Kunden, die
mit einer Rate von A5 <\ g5 an den Schaltmaschinen ankommen. Fur die Ankunftsraten der beiden
Prioritatsklassen gilt:

AP =)
5 - 05 »
5.3 1 5.18 +1 6.4
22 2 Tt (1+ Pgon) - Aos Shos = L:JL'O;t % Aos 64
a

Im folgenden soll das Verhalten der Ankunftsraten AE! und \E2 zueinander untersucht werden. Die
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hier gemachten Betrachtungen Uber das Verhaltnisder Ankunftsraten der beiden Prioritatsklassen
sind eher theoretischer Natur. Der Kreislauf von Kunden, die im Warteschlangennetz auf den
globalen Speicher zugreifen, ist in der PAPER-Architektur nicht existent. Er dient zur Modellierung
der Verzogerung bei der Abarbeitung von Transitionen oder externen Ereignissen, diedurch einen
Zugriff auf den globalen Speicher entstehen (= Abbildung 3.2).

Sai w das Verhaltnisder Ankunftsraten der Prioritatsklasse 1 zur Ankunftsrateder Prioritatsklasse

2
g A5 64 1ot

- )\Ez - pglob + ta
Nun kdnnen zwei Falle unterschieden werden:

(6.5)

1. Kein Kunde benutzt den globalen Speicher (pgop = 0, w = +7)

Werden keine Transitionen aktiviert, so ist t; = 0. In diesem Fall bearbeiten die Schalt-
maschinen nur Kunden der Prioritéatsklasse 1, aso externe Ereignisse. Es werden keine
Protokolltransitionen bearbeitet. Den Verlauf von w in Bezug auf t, € (0, 1) zeigt Abbil-
dung 6.7.

w
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30
25
20
15
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0
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Abbildung 6.7: Das Verhatnisw fur pge, = 0und t; € (0,1)

Das Verhaltnisvon Kunden der Prioritatsklasse 1 und denen der Prioritatsklasse2 ist gleich,
wenn w = 1ist. Indiesem Fall ist t, = 3. Fir t, < 1 wird die von den Schaltmaschinen zu
bearbeitende Kundenmenge von Kunden der Prioritatsklasse 1 dominiert. Die Schaltma-
schinen bearbeiten hauptsachlich Kunden der Prioritatsklasse 2 wenn t, > % Nahert sich
t, dem Wert 1, so ist der Anteil von Kunden der Prioritatsklasse 1 an der zu bearbeitenden
Menge von Kunden verschwindend gering.

2. Die Kunden benutzen den globalen Speicher (pgion7 0)
Wenn keine Transitionen aktiviert werden (t, = 0), gilt firw: w = Elob .Vom Markenspeicher
gehen keine Kunden der Menge 7 (Prioritatsklasse 2) zu den Schaltmaschinen Uber (pss =
0). Die Kunden der Menge £ (Prioritatsklasse 1) benutzen mit der Wahrscheinlichkeit pgion
den globalen Speicher. Nach der Konstruktion des Warteschlangennetzes werden Kunden
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der Menge £ nur bel ihrem Auftreten bevorzugt behandelt. Greifen sie wahrend ihrer
Bearbeitung auf den globalen Speicher zu, so haben sie bei ihrer erneuten Ankunft an
den Schaltmaschinen ihre Prioritatsklasse geandert. Aus diesem Grund ist im Fallet; =0
die Ankunftsrate von Kunden der Prioritatsklasse 1 das Klob-fache der Ankunftsrate von
Kundender Prioritatsklasse2. Inder Abbildung 6.8 wird der Verlauf vonw fur verschiedene
Pglob dargestelIt.

pg|0b:0,25
Pgion=0,50
- Pgiot=0.,75

—— Pgo=1.00

0 0;1 0;2 0:3 0,‘4 0:5 0:6 0‘,7 0:8 0,9 ‘ 1
Abbildung 6.8: Das Verhdtnisw fir verschiedene pgop und ta € [0, 1)

Eine Gleichheit fur Kunden der Prioritatsklasse 1 und der Prioritatsklasse 2 tritt fur t, =
% ein. Bel Benutzung des globalen Speicherstritt die Gleichheit fur die Ankunftsraten
der beiden Prioritétsklassen je nach GrofRe von pgep flr ta < % ein. Je grof3er der Wert
VOoN Pyiob i1st, umso kleiner ist dann der Wert von t, fur die Gleichheit der Ankunftsraten.
Die Kunden der Prioritatsklasse 2 dominieren die Kunden der Prioritatsklasse 1 schon fir
ta < 3 (Im Falle pgop = 0 erst fir t, > 3).

Durchw kann das Verhaltnis der Ankunftsraten fur die beiden Prioritatsklassen ermittelt werden.
Dadurch lassen sich in der PAPER-Architektur die Verzogerungen im Schaltvorgang einer Tran-
sition abschéatzen, die durch die bevorzugte Behandlung der externen Ereignisse entstehen. So
|&l3t sich beispielsweise durch die Prognose von w die Anzahl der Schaltmaschinen so abstim-
men, dal3 durch die bevorzugte Bearbeitung der externen Ereignisse keine Verzogerung fur den
Schaltvorgang der Transitionen entsteht.



7. Die Bewertung der PAPER-Architektur
durch das Warteschlangenmodell

In den vorangegangenen Kapiteln wurden die Grundlagen fir eine quantitative Bewertung der
PaPeER-Architektur auf der Basis el nes Jackson-Warteschlangennetzes geschaffen. Fur eine quan-
titative Bewertung werden die Bearbeitungszeiten der einzelnen Komponenten in der PAPER-
Architektur unter realen Bedingungen bei der Ausfuhrung eines Kommunikationsprotokolls
bendtigt.

Fur die PaPER-Architektur wurde im Rahmen des Forschungsprojekts PIKOM ein Emulator
entwickelt. Auf diesem erfolgt zur Zeit eine Implementierung des Kommunikationsprotokolls
XTP! [XTP92], welches fur den Einsatz in heutigen Hochgeschwindigkeitsnetzen entwickelt
wurde. XTP umfald die dritte und vierte Ebene des | SO-Referenzmodells. Dasist zum einen die
Netzebene (Network Layer), die fir den Verbindungsauf- und Verbindungsabbau zustandig i<t,
und die Transportebene (Transport Layer), die al's netzunabhangige End-to-End-Verbindung den
Datenflul® gewahrleisten soll. XTP wird durch erweiterte endliche Automaten beschrieben, die
die unterschiedlichen Protokollaufgaben realisieren. Von diesen sogenannten Statusmaschinen
wurden bis zur Fertigstellung dieser Arbeit sechs? in ein PENCIL-Netz tibertragen, welches als
PENCIL/C-Programm auf dem PaPER-Emulator zur Ausfiihrung gebracht wurde. Das Senden
und Empfangen von Datenpaketen wurde dabei durch zusétzliche Transitionen simuliert. Die bei
der Emulation auf einem Sparc 10 Rechner ermittelten Werte dienen a'sBasisfur einequantitative
Bewertung mittels des im Kapitel 5 konstruierten Warteschlangennetzes.

7.1 Die benétigten BasisgroBen fiir die Bewertung

Zur quantitativen Anayse der PAPER-Architektur durch das im Kapitel 5 konstruierte Warte-
schlangennetz sind zunachst die Ankunftsraten fir die einzelnen Knoten zu ermitteln. Durch
diese Raten werden die Poisson’schen Ankunftsprozesse und damit die auftretende Last an den
Knoten des Warteschlangennetzes modelliert. Zur Ermittlung der Ankunftsraten und Verzwei-
gungswahrscheinlichkeiten durch die im Abschnitt 5.3 hergeleiteten Berechnungsvorschriften
sind Informationen Uber die Struktur des PENCIL-Netzes notwendig.

Die Emulatorlaufe fur XTP haben gezeigt, dal3 die Bearbeitung einer Transition oder eines
externen Ereignisses zur Folge hat, dal3 der Auswerter im Mittel 21,5 potentiell schaltfahige

1 eXpress Transport Protocol
2 Context-Manager, Input-Manager, Output-Manager, Control-Send-Machine, Read-Close-Machine, Write-
Close-Machine

83



O f vlie bewelturny del FAFeER-ATCTIIIERIUT QUTCTT Uas Vvallestriiarycerimoucil

Trangitionen auf ihre Schaltfahigkeit prifen mufd. Diese hohe Anzahl &3t sich durch die bei
der Ubertragung der erweiterten endlichen Automaten in ein PENCIL-Netz entstandene hohe
Konnektivitat des Netzes erklaren. An einer Reduzierung der Konnektivitat des PENCIL-Netzes
fur XTP wir im Rahmen des Forschungsprojekts PIKOM augenblicklich gearbeitet. Von den
potentiell schaltfahigen Transitionen sind im Mittel 5,8% auch schaltfahig und durch den Ak-
tivierer auf ihre Aktivierbarkeit zu prifen. Dabel stellte sich heraus, dal? von den schaltfahigen
Transitionen im Mittel 77% aktiviert werden. Ubertragen auf die im Abschnitt 5.3 eingefiihrten
Schreibweisen ergeben sich die in der Tabelle 7.1 aufgefuhrten Werte,

~ 215
p2s | 0,058
ts 1,247
O 0,77
dg 0,23
ta | 0,96019

Tabelle 7.1: Die vom PENCIL-Netz abhangigen Werte zur Berechnung der Ankunfts-
raten und Verzweigungswahrscheinlichkeiten

Die Bearbeitung eines Deaktivierungspakets durch den Deaktivierer hat zur Folge, dal3 im Mit-
tel t; = 0,96019 Aktivierungspakete entstehen. Von den potentiell schaltfahigen Transitionen
werden im Mittel also nur 4,4% aktiviert. Dieser relativ kleine Prozentsatz ist tauschend, da
durch die hohe Konnektivitat viele Transitionen potentiell schaltfahig werden. Die Tatsache, dal3
im Mittel zu fast jeder Trangition oder externem Ereignis eine Transition aktiviert wird, ist ein
winschenswerter Zustand. Dadurch wird eine ziigige Protokollverarbeitung gewahrl ei stet.

Mitdem Wert t, = 0, 96019 sind Aussagen Uber das Verhalten desWarteschlangennetzesmoglich.
Wie im Abschnitt 6.2 ausgefuihrt wurde, sind die Verzweigungswahrscheinlichkeiten des Mar-
kenspeichers py; und pgs fur ta — 1 nahezu identisch. Das bedeutet, dal3 nach den dortigen
Ausfilhrungen von der PAPER-Architektur hauptsachlich Transitionen des PENCIL-Netzes bear-
beitet werden. Die Anzahl der externen Ereignisseist im Vergleich zu den im Umlauf befindlichen
Transitionen gering. Dies spiegelt sich im Verhdtnis der Ankunftsraten fur die beiden Prioritéats-
klassen an den Schaltmaschinen wieder. Fur t, = 0,96019 ist das in Gleichung (6.5) definierte
Verhdtnisw der Ankunftsraten AE! und AE? fur die Prioritatsklassen an den Schaltmaschinen in
Tabelle 7.2 aufgefuhrt.

w
Pglob = 0| 0,04

Tabelle 7.2: Das Verhaltnis der Ankunftsraten fir die beiden Prioritatsklassen an den
Schaltmaschinen

In der aggregierten Ankunftsrate A5 der Schaltmaschinen sind nur 2% —4% Kunden der Prioritats-
klasse 1 enthalten. Diese Aussagen bedeuten hinsi chtlich der betrachteten X TP-Implementierung,
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daf3 die Bearbeitung von Transitionen durch die bevorzugte Behandlung von externen Ereignissen
bei deren Auftreten an den Schaltmaschinen nur unwesentlich verzogert wird.

Mit den Werten aus der Tabelle 7.1 lassen sich nun die Ankunftsraten fur die Knoten des Warte-
schlangennetzes in Abhangigkeit von der externen Ankunftsrate \os berechnen. Die Benutzung
des globalen Speichers wird durch die Extremfélle pgo, = O (es wird kein globaler Speicher
benutzt) und pge, = 1 (alle Kunden der Schaltmaschinen benutzen den globalen Speicher)
berticksichtigt. Eine Betrachtung weiterer Werte von pgo, bei der Berechnung der Basisgrofien
ist nicht sinnvoll, da durch die Betrachtung dieser Extremfalle die dadurch beeinfluf3ten Grofien
tendenziell beschrieben werden.

Deaktivierer A 25,119)\05
Auswerter Ao | 540,065\ g5
Sperrei nheit A3 55,443\ 05
Markenspeicher Aa | 49,237 )\gs

. . pglob = O 25,119)\05
Schaltmaschinen (aggregiert) Ogion = 1 As 50,238)0
Schaltmaschinen (Prioritatsklasse 1) ARt Aos

. e pglob =0 P2 241119)‘05
Schaltmaschinen (Prioritatsklasse 2) Ogion = 1 Ag 49.238)q

. pglob = O 0,000 )\05
globaler Speicher Ogion = 1 A6 2511920

Tabelle 7.3: Die Ankunftsraten fir die Knoten des Warteschlangennetzes

Die Abbildung 7.1 verdeutlicht das Verhaltnis der Ankunftsraten zueinander. Auffallend ist die
hohe Ankunftsrate A, des Auswerters. Das kommt daher, dal’3 A, nach der Konstruktion des
Warteschlangennetzes das ~-fache der Ankunftsrate \; des Deaktivierersist. Im vorliegenden
Fall der XTP-Implementierung hat das PENCIL-Netz einen hohen Konnektivitatsgrad, der sich
in~ = 21,5 wiederspiegelt.

Neben den Ankunftsraten lassen sich mit den Werten aus der Tabelle 7.1 auch die Verzwei-
gungswahr scheinlichkeiten des Warteschlangennetzes berechnen, diein Tabelle 7.4 aufgefiihrt
sind.

Aus den Emulatorlaufen sind die Zeiten bekannt, die bel der Abarbeitung von XTP durch die
PaPeR-Architektur in den einzelnen Komponenten durchschnittlich bendtigt werden (= Tabel-
le 7.5). Diese Bearbeitungszeiten entsprechen selbstverstandlich nicht den Werten, wie sie bei
einer Hardware-Implementierung von PAPER auftreten wirden. Sie geben aber dennoch die
Maoglichkeit, das Verhalten des Warteschlangennetzes zu analysieren und damit Riickschliisse
fur die PaPER-Architektur zu ziehen. Der Zugriff auf den globalen Speicher soll zunachst nicht
berticksichtigt werden. Er wird spater Gegenstand einer gesonderten Betrachtung sein.

Mit diesen Bearbeitungszeiten lassen sich die Bedienraten fur die Knoten des Warteschlan-

gennetzes ermitteln. Das Warteschlangennetz wurde so konstruiert, dal3 die Bedienzeiten aller
Knoten exponentiell verteilt sind. Die angegebenen Bearbeitungszeiten konnen als die mittle-



f vlie bewelturny del FAFeER-ATCTIIIERIUT QUTCTT Uas Vvallestriiarycerimoucil

Ankunftsrate
A

1, ; ; | Nl - ; el
A A, A A, A A A A
Pgios=0 Pgios=1 Pgio=0 Pgios=1
Abbildung 7.1: Das grofRenmaliige Verhaltnis der Ankunftsraten zueinander

Deaktivierer Auswerter Sperreinheit Markenspeicher
P1o 0,040 | p2o 0,942 | pf, 0,130 | pa1 0,510
P13 0,960 | p2s 0,058 | p% 0,435 | pss 0,490

P34 0,435

Schaltmaschinen

globaler Speicher
Pglob = 0 Pglob = 1

Pss | 1.0 | pos | 05 | pes | 10
Pss | 0.0 | pss | 05

Tabelle 7.4: Die Vler awei gungswahr scheinlichkeiten im Warteschlangennetz

ren Bedienzeiten der Knoten im Warteschlangennetz aufgefalét werden. Fir die entsprechenden

1 : . L
Bedienraten gilt nach Gleichung (4.26d): pi = s Die Bedienrate fur die Sperreinheit und den
Markenspeicher sind dabei gesondert zu behandeln.

Die Sperreinheit erfullt im Warteschlangennetz zwei Funktionen. Zum einen modelliert sie
den Aktivierungsvorgang einer als schatfahig erkannten Transition und zum anderen die zu
synchronisierenden Zugriffevon Aktivierer und Deaktivierer auf den Sperrvektor. Die Bedienrate
der Sperreinheit mul? diesem Sachverhalt gerecht werden. Da es sich um einen exponentiell
verteilten Bedienprozeld handelt, mussen die Bedienzeiten fur die verschiedenen Funktionen
der Sperreinheit gleich sein. Fur die Aktivierung einer Transition — inklusive dem Zugriff auf
den Sperrvektor — ist die gesamte Bedienzeit s; + S;. Diese Bedienzeit wird von pasA, Kunden
pro Zeiteinheit in Anspruch genommen. Fur das Entsperren von Transitionen, die durch die
Aktivierung einer anderen Transition gesperrt wurden, werden s; Zeiteinheiten von p;3A; Kunden
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Zetin us
Deaktivierer S 280,64
Zugriff des Deaktivierers auf den Sperrvektor S 13,12
Auswerter S 17,89
Aktivierer S 166,27
Zugriff des Aktivierersauf den Sperrvektor S 8,54
Markenspei cherzugriff wahrend der Aktivierungsphase | s, 37,28
Markenspei cherzugriff wahrend der Deaktivierungsphase | s; 75,09
Schaltmaschinen S5 516,20

Tabelle 7.5: Diedurchschnittlichen Bear beitungszeiten der einzelnen Komponenten bei
der Emulation der PAPER-Architektur

bendtigt. Somit kann die Bedienzeit der Sperreinheit durch
_ Psh2-(Ss+55) +Pasha - S 83 Psda- (Ss+5;) +Pasha - §

P23A2 + P13y A3
® S+Std-5
= 7.1a
140 (7.12)
ermittelt werden. Fur die Bedienrate der Sperreinheit gilt dann
_ 1 @ 1+ 6

Sy e (7.16)

Bel der Ermittlung der Bedienrate fir den Markenspeicher wird analog vorgegangen. Dieser
modelliert sowohl die Aktivierungs- als auch die Deaktivierungsphase im Schaltvorgang einer
Trangition. Fur die mittlere Bedienzeit gilt dann
Aktivierungsphase  Deaktivierungsphase
—_——~— —_——~—
Pur3 S, + Psads S (53 Purz- S+ Psads - S,
P3aA3 + Psars - A4
®l-Ss+s
T LAl (7.29)
Die Bedienrate des Markenspeicherslafdt sich dann durch Kehrwertbildung aus Gleichung (7.2a)

ermitteln.

_1lgem tatl
% targty
Die Tabelle 7.6 zeigt die ermittelten Bedienraten des Warteschlangennetzes auf der Basis von
Millisekunden.

(7.2b)

[a

Damit das Warteschlangennetz eine Produktformldsung hat, mufld es die Local-Balance-

Eigenschaft besitzen. Dieseist gegeben, wenn samtliche Knoten stationare Zustande einnehmen
Ai .
konnen: p; @20 _ A 9 vie .
G- pi
Alle Ankunftsraten sind von der externen Ankunftsrate Aos abhangig (= Tabelle B.1). Daher sind
auch die Audastungen p; der einzelnen Knoten von \ys abhangig. Ob die einzelnen Knoten

stationare Zustande einnehmen konnen, wird somit von Ags bestimmt. Die Tabelle 7.7 gibt die
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Rate pro ms

Deaktivierer 1 3,563
Auswerter 2 55,897
Sperreinheit 1“3 9,572
Markenspeicher Ua 17,678
. Pgiob = 0 1,937
Schaltmaschinen pZIob _q|hs 2674

Tabelle 7.6: Die Bedienraten des Warteschlangennetzes

Audlastungen der einzelnen Knoten im Warteschlangennetz der PAPER-Architektur an.

Typ Rate pro ms
Deaktivierer M/M/1 | p1 7,049\05 | Ags < 0,142
Auswerter M/M/1 | p2 9,662\05 | A5 < 0,104
Sperreinheit M/M/1 | ps3 5792\os | As< 0,173
Markenspe| cher M/M/1 pa 2,785\05 Aos < 0,359
_ Pgiob = 0 212,967\05 | Aos < C5+0,077
Schaltmaschinen 1 | MIM/Cs | ps C—lzlz, 967\os | \os < Cs+0,077

Tabelle 7.7: Die Audlastungen p; der Knoten des Warteschlangennetzes und die Bedin-
gungen fur die Existenz stationarer Zustande

Um die Leistungsgrofien fur die Knoten des Warteschlangennetzes berechnen zu konnen, mul3
dieses die Local-Balance-Eigenschaft besitzen. Aus diesem Grunde mul3 fur die externe An-
kunftsrate \gs < new{pl} gelten.

Auslastung
A

P, P, Ps Ps Ps  Ps  Ps
c=1 c=2 =3

Abbildung 7.2: Das grofRenmaliige Verhaltnis der Auslastungen zueinander
Die Abbildung 7.2 zeigt die Grofenverhaltnisse der Audastungen untereinander. Da die Schalt-
maschinen als M/M/c-Wartesystem modelliert wurden, ist ihre Audlastung beispielhaft fur den
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Einsatz mehrerer Bedieneinheiten dargestellt. In der Kontrolleinheit hat der Auswerter diehdchste
Audastung. Dies wird durch die hohe Anzahl der indirekt inzidenten Transitionen im PENCIL-
Netz von X TP hervorgerufen.

Auf der Basis der hier ermittelten Werte erfolgen die weiteren Analysen im Verlaufe dieses
Kapitels.

7.2 Die Dimensionierung der Verbindungswarteschlangen

Die Kontroll- und die Ausfuhrungseinheit der PaPER-Architektur sind durch zwei FIFO-
Warteschlangen miteinander verbunden. Sie dienen zur Aufnahme von Aktivierungs- und De-
aktivierungspaketen bei einer zeitlichen Verzogerung im Zusammenwirken von Kontroll- und
Ausfuhrungseinheit. Damit eine reibungslose Protokollverarbeitung gewahrleistet ist, mul3 die
Anzahl der Warteplatze an das zu erwartende L astaufkommen in der PaPER-Architektur angepaldt
werden.

Die Verbindungswarteschlangen werden im Warteschlangennetz der PapER-Architektur durch
die Warteschlange des Deaktivierers fur die Richtung Ausfuihrungseinheit— Kontrolleinheit und
die Warteschlange des Markenspeichers fur die Richtung Kontrolleinheit— Ausfuhrungseinheit
modelliert. Letztere wird sowohl von Kunden der Aktivierungs- alsauch der Deaktivierungsphase
benutzt. Fur eine Groflenanpassung im Hinblick auf die PAPER-Architektur sind nur die Kunden
der Aktivierungsphase interessant.

Im Warteschlangennetz der PAPER-Architektur sind sowohl der Deaktivierer a's auch der Mar-
kenspeicher als M/M/1-Wartesystem modelliert. Die Anzahl der Warteplatze a3t sich durch
die Wahrscheinlichkeit, dal3 sich mindestens k Kunden in dem M/M/1-Wartesystem befinden
berechnen. Nach Gleichung (4.26h) gilt dafir: P{n > k} = p*. p* ist die Wahrscheinlichkeit,
dai3 ein ankommender Kunde abgewiesen werden muf3, wenn sich schon k Kunden im M/M/1-
Wartesystem befinden. Das Ziel ist nun, diese Wahrscheinlichkeit moglichst klein zu halten,
d.h.

pf<e, e €[0,1] .
Die benotigte Anzahl von Warteschlangenplatzen ergibt sich dann durch
I
K<e e kel 0. (73)
log p
Geht man nun davon aus, dal3¢ = 107%, x > O, ist, dannist
loge =1log10~ = &xlog 10 , x>0.
Unter Benutzung des dekadischen Logarithmus gilt fur Gleichung (7.3):
k> = x>0, p€(01). (7.4)
109, p

k nimmt immer positive Werte an, da fur p € (0,1) log,, p < O ist. Der Wert von k wachst bel
konstanter Audlastung p linear mit dem Exponenten der Zehnerpotenz von <. Die Abbildung 7.3
zeigt das Verhalten von k als Funktion von p fur verschiedene <.
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Abbildung 7.3: Die Anzahl der benttigten Warteplatze in Abhangigkeit der Auslastung

Die Abbildung a3 erkennen, dai bis zu einer Auslastung von 50% (p = 0,5) nur eine geringe
Anzahl von Warteplatzen benotigt wird. Dieses Verhalten spiegelt sich auch in der mittleren
Warteschlangenlange E[ng] eines M/M/1-Wartesystems wieder (= Abbildung 7.4).

E[n,]
A
40

30 1
20 A

10 +

‘ ‘ : : = ‘ ‘ ‘ )
001 0110 020 030 040 050 060 070 080 090 1,00

Abbildung 7.4: Die mittlere Warteschlangenlange eines Markov’ schen Wartesystems

Die Verbindungswarteschlange Ausfiihrungseinheit— Kontrolleinheit wird im Warteschlangen-
netz der PAPER-Architektur durch die Warteschlange des Deaktivierers modelliert. Nach den
durch den PaPErR-Emulator ermittelten Werte mul3 fir alle Knoten des Warteschlangennetzes
Aos < 0,104 gelten (» Tabelle 7.7). Der Deaktivierer ist dann zu maximal 72% ausgelastet. Die
Tabelle 7.8 zeigt die bendtigte Anzahl von Warteplatzen der Verbindungswarteschlange fur die
Deaktivierungspakete. = gibt die Wahrscheinlichkeit an, dal? nur jeder 10*-te Kunde abgewiesen

werden mufi.

In der Verbindungswarteschlange befinden sich bei dieser Auslastung im Mittel E;[ng] “zn
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€ Warteplatze
1071 | k> 7,194 8
10-2 | k >14,388 15
1073 | k >21,582 22

10~* | k >28,776 29
10-° | k >35,960 36
107° | k>43,164 44

Tabelle 7.8: Die benotigte Anzahl von Warteplatzen fur den Deaktivierer

1,925 Desktivierungspakete, dieim Mittel E;[q] “Z 0, 744 Millisskunden auf ihre Bearbeitung
warten missen.

DieVerbindungswarteschlangefir die Richtung Kontrolleinheit— Ausfuhrungseinheit wird durch
einen Teil der Warteschlange des Markenspeichers modelliert. Fur eine Grof3enanpassung sind
nur die Kunden interessant, die sich in der Aktivierungsphase befinden. Diese kommen mit
einer Rate von pz; A3 am Markenspeicher an. Wegen der Gesetzmaldigkeiten im Kundenflul? des

Warteschl angennetzes gilt: pasts 2 pas)a.

Daim betrachteten Fall der X TP-Implementierungt, = 0,96019 i<, sind die Verzweigungswahr-
scheinlichkeiten pss und ps; annahernd gleich. Die Warteschlange des Markenspeichers setzt
sich also zu fast gleichen Teilen aus Kunden der Aktivierungs- und Deaktivierungsphase zusam-
men. Die Verbindungswarteschlange bendtigt somit die Halfte der Warteplatze, wie sie durch
Gleichung (7.4) fur das M/M/1-Wartesystem des Markenspeichers ermittelt werden konnen.

Bel der maximal moglichen Ankunftsrate der externen Ereignisseist der Markenspeicher nur zu
28% ausgel astet. Gemal’ der Abbildung 7.3 wird fur den Markenspeicher eine geringe Anzahl
von Warteplatzen bendtigt. Die Tabelle 7.9 zeigt die bendtigte Anzahl von Warteplatzen der
Verbindungswarteschlange fur Aktivierungspakete.

€ Warteplatze
101 | k> 1,801 1
102 | k> 3,603 2
103 | k> 5,404 3
10~* | k> 7,206 4
10-° | k> 9,007 5
106 | k >10,809 6

Tabelle 7.9: Die benttigte Anzahl von Warteplatzen fur den Markenspei cher

In der Warteschlange des Markenspeichers befinden sich bei dieser Audastung im Mittel
Es[Nng] “20 0,108 Kunden. In der Verbindungswarteschlange befinden sich somit im Mittel

0,054 Aktivierungspakete.

Die Verbindungswarteschlange fur die Aktivierungspakete wird in der vorliegenden XTP-

Implementierung von pssAs 29 PssAa = 24,119\p5 Aktivierungspaketen pro Zeiteinheit be-
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nutzt. Im gleichen Zeitraum durchlaufen A, = ParAs = 25,11932)\ 5 Deaktivierungspakete die
zugehorige Verbindungswarteschlange. Diese annahernde Gleichheit hat ihre Ursache in der im
Abschnitt 6.2.1 beschriebenen Gleichheit von ps; und pgs fir t; — 1. Obwohl pro Zeiteinheit fast
die gleiche Anzahl von Aktivierungs- bzw. Deaktivierungspaketen die Verbindungswarteschlan-
gen durchlaufen, miissen diese doch in Abhangigkeit der zu erwartenden Last unterschiedlich
dimensioniert werden. So werden fir die Verbindungswarteschlange der Deaktivierungspakete
deutlich mehr Warteplatze benttigt. Die Ursache liegt in den unterschiedlich hohen Bedienraten
von Deaktivierer und Markenspeicher (= Tabelle 7.7) und der damit verbundenen Audlastung.
Letzterer kann im vorliegenden Fall pro Millisekunde 17,678 Kunden bedienen, wahrend der
Deaktivierer in der gleichen Zeit nur 3,563 Kunden bedienen kann.

7.3 Die Anzahl der Bedieneinheiten fiir die Knoten des

Warteschlangennetzes

Im Rahmen einer analytischen Leistungsbewertung ist mit Hilfe der Warteschlangentheorie eine
Anpassung der Bedieneinheiten eines Warteschlangensystems an die zu erwartende Auftragd ast
moglich. Der durch die Hinzunahme von Bedieneinheiten entstehende Aufwand bel der Erstel-
lung einer Hardware-Implementierung und der durch die Parallelisierung verursachte Overhead
werden dabei allerdings nicht berticksichtigt. Der erreichte Soeed Up bezieht sich nur auf die
durch die im Warteschlangennetz berechenbaren mittleren Verwellzeiten E[r]. Er ist nicht in
vollem Mal3e auf die Realitat Ubertragbar und zeigt nur Tendenzen auf. Ebenfalls kann das
Kosten-Nutzen-Verhdtnis bel der analytischen Leistungsbewertung nicht einflief3en.

7.3.1 Die Anzahl der Schaltmaschinen

In den Schaltmaschinen der PapPeR-Architektur werden die Transitionsfunktionen des als
PENCIL-Netz spezifizierten Protokolls und die externen Ereignisse bearbeitet. Da letztere be-
vorzugt zu behandeln sind, wurden die Schaltmaschinen als M/M/c-FCFS PR-Wartesystem mit
zwei Prioritétsklassen modelliert.

Im Abschnitt 6.3 wurden die Ankunftsraten fir die einzelnen Prioritétsklassen analysiert. Dabel
stellte sich heraus, daRR die Ankunftsrate AE? der Prioritatsklasse 2 die der Prioritatsklasse 1
dominiert, fallst, > izg")b ist. In der vorliegenden Implementierung von XTP auf dem PAPER-
Emulator nimmt t, einen Wert von 0,96019 an. Nach Tabelle 7.2 ist bekannt, dal3 bei diesem
Wert von t, in der aggregierten Ankunftsrate As der Schaltmaschinen nur 2% — 4% Kunden der
Prioritétsklasse 1 enthalten sind. Die bevorzugte Behandlung der externen Ereignisse verzogert

die Abarbeitung der Transitionen in den Schaltmaschinen somit nur unwesentlich.

Zur Ermittlung einer bestimmten Anzahl von Bedieneinheiten in einem M/M/c-Wartesystem sind
rein mathematisch mehrere Wege denkbar.
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1. Die Anzahl der Bedieneinheiten wird so gewahlt, dal3 sich die mittlere Verweilzeit E[r] bis
auf eine frei wahlbare Differenz = der mittleren Bedienzeit E[s] annahert.

2. DiemittlereBedienzeit ist unabhangigvon der Anzahl der Bedieneinheiten. Dadiemittlere
Verweilzeit die Summe aus der mittleren Wartezeit E[q] und der mittleren Bedienzeit E[S]
ist, kann die Anzahl der Bedieneinheiten so gewahlt werden, dald sich die mittlere Wartezeit
bis auf eine frei wahlbare Differenz « Null nahert.

3. Ahnlich wie unter 1. und 2. kann man auch fiir die mittlere Kundenanzahl E[n] oder die
mittlere Warteschlangenlange E[ng] vorgehen.

Wegen der deutlichen Dominanz der Prioritatsklasse 2 Uiber die Prioritatsklasse 1 wird die Anzahl
der Schaltmaschinen Uiber dieaggregierten L eistungsgrofen fir M/M/c-FCFS PR-Wartesysteme
ermittelt, wel che durch die Berechnungsvorschriften fur M/M/c-Wartesystem (= Abschnitt 4.3.4)
berechnet werden konnen. Die Benutzung des globalen Speichers soll zunachst ausgeschlossen
werden.

Die fur die Ermittlung der Schaltmaschinenanzahl cs durch ein M/M/c-Wartesystem benotigten
Werte sind in der folgenden Tabelle zusammengefalit.

Ankunftsrate As | 25,119M¢5
Bedienrate proms | s 1,937
Auslastung ps | 2o

Damit dasM/M/c-Wartesystem stationare Zustande einnehmen kann, mul3 gelten: A\gs < ¢50, 077.
Daher wird alsAusgangsgrofdezunachst Aps < 0,07 gewahlt. Dabei zeigt sich, dal3dieaggregierte
mittlere Wartezeit Es[r] der Schaltmaschinen beim Einsatz von drei Ausfilhrungseinheiten einen
Wert nahe O einnimmt (= Abbildung 7.5).

Es ergeben sich fur diemittlere Verweilzeit Es[r] diein der Tabelle 7.10 aufgef ihrten Speed Ups.

Aos proms | Bedieneinheiten | Speed Up | Audastung ps
0,0175 3 1,29 7%
0,0350 4 1,83 11%
0,0525 5 3,13 13%
0,0700 6 10,83 18%

Tabelle 7.10: Der erreichte Speed Up beim Einsatz mehrerer Bedieneinheiten

Die Abbildung 7.6 verdeutlicht diesen Zusammenhang.

Bel der bisherigen Betrachtung der Schaltmaschinen war die Benutzung des globalen Speichers
ausgeschlossen. Im Abschnitt 6.2.4 wurde schon auf dessen besondere Form der Einbindung
in das Warteschlangennetz der PaPER-Architektur eingegangen. Die Bedienrate der Schaltma-
schinen muf3 in Abhangigkeit der den globaen Speicher nutzenden Kunden korrigiert werden.
Benutzen die mit der Rate pssA4 + Ags an den Schaltmaschinen ankommenden Kunden mit der
Wahrscheinlichkeit pgo, den globalen Speicher, so ist die Bedienrate nach Gleichung (6.3) um
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Abbildung 7.5: Die mittlere Wartezeit beim Einsatz mehrerer Bedieneinheiten
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Abbildung 7.6: Der Speed Up beim Einsatz mehrerer Bedieneinheiten

den Faktor (1 + pgon) U korrigieren. Betrachtet man anschlie3end das gesamte Warteschlan-
gennetz, so ist die mittlere Verweilzeit eines Kunden in den Schaltmaschinen auch um diesen
Faktor zu korrigieren, da er die Schaltmaschinen im Mittel (1 + pgop)-mal durchlauft. In der
PaPeER-Architektur erfolgt das Schalten einer Transition oder eines externen Ereignisses in den
Schaltmaschinen namlich nur einmal. Durch die Benutzung des globalen Speichers erhthen
sich die Bedien- und Ankunftsrate der Schaltmaschinen in gleichem Mal3e. Im Hinblick auf
das Gesamtverhalten des Warteschlangennetzes hat die Benutzung des globalen Speichers daher
keine Auswirkung auf die Anzahl der einzusetzenden Ausfuhrungseinheiten und damit auf das
Zeitverhalten an den Schaltmaschinen.
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Die Anzahl der in der PAPER-Architektur einzusetzenden Schaltmaschinen ist in erster Linie
von dem zu erwartenden Lastaufkommen abhangig. Mit dem vorgestellten Verfahren zur Mini-
mierung der mittleren Wartezeit 183 sich mit Hilfe der Warteschlangentheorie die Anzahl der
einzusetzenden Schaltmaschinen auf die erwartete Kundenlast abstimmen. Eine Analyse der
Tabelle 7.7 zeigt, dal3 die Schaltmaschinen fir cs = 1 die externe Ankunftsrate \gs fur das
Warteschlangennetz begrenzen. Schon der Einsatz einer weiteren Bedieneinheit fuhrt zu einer
Erhdhung der moglichen Werte von Ags. Durch den Einsatz mehrerer Bedieneinheiten wird eine
schnellere Kundenverarbeitung erreicht, was fur die PAPER-Architektur einen hoheren Grad an
Parallelisierung und eine schnellere Verarbeitung von Protokol | aktionen bedeutet.

7.3.2 Die Bedieneinheiten weiterer Knoten

Beim Einsatz mehrerer Bedieneinheiten fur das M/M/c-Wartesystem der Schaltmaschinen wird
Aos durch die Knoten der Kontrolleinheit beschrankt. Diese sind ale als M/M/1-Wartesystem
modelliert. In diesem Abschnitt wird die Steigerung der Leistungfahigkeit der PAPER-Architek-
tur durch den mehrfachen Einsatz von Komponenten der Kontrolleinheit untersucht. Das umfalt
zum einen die Moglichkeit eine hohere Last zu verarbeiten und durch Parallelisierung in den
einzelnen Komponenten eine schnellere Verarbeitungsgeschwindigkeit zu erreichen. Wird bei-
spielsweise zum Bereitstellen einer aktivierbaren Transition mehr Zeit benttigt a's das Schalten
dieser Transition bendtigt, so kdnnen zwar mehrere Transitionen in den Schaltmaschinen parallel
ausgef iihrt werden, die Protokollverarbeitung wird aber insgesamt verzogert. Zur Analyse dieses
Sachverhalts wird das Zeitverhalten der einzelnen Knoten des Warteschlangennetzes betrachtet.
Dabel wird von drei Schaltmaschinen ausgegangen. Die maximale Rate fir Aos ist 0,1 proms (=
Tabelle 7.7).

Knoten Ai Type | Audastung | E[r] | E[q] | E[S]
Deaktivierer 2,512 | M/IM/1 70,5% | 0,951 | 0,671 | 0,280
Auswerter 54,007 | M/M/1 96,6% | 0,529 | 0,511 | 0,018
Sperreinheit 5,544 | M/IM/1 57,9% | 0,248 | 0,144 | 0,104
Markenspeicher | 4,924 | M/M/1 27,9% | 0,078 | 0,022 | 0,056
Schaltmaschinen | 2,512 | M/M/3 43,2% | 0,568 | 0,051 | 0,517

Tabelle 7.11: Das Zeitverhalten des Warteschlangennetzes fir Aos = 0, 1 (Zeitenin ms)

Die Tabelle 7.11 zeigt fur die Knoten der Kontrolleinheit hohe mittlere Wartezeiten E;[q] im Ver-
gleichzuihren Bedienzeiten E;[s]. Dieswird durch diehohe Auslastung der Knoten hervorgerufen
und hat seine Ursache in zwei Grinden. Zum einen hat der Deaktivierer eine lange Bedienzeit.
Zum anderen hat der Auswerter eine sehr hohe Ankunftsrate, die durch den hohen Konnekti-
vitatsgrad des PENCIL-Netzes von XTP hervorgerufen wird. Die Bedienung von Kunden durch
den Deaktivierer und den Auswerter wird durch hohe Wartezeiten verzogert. Im weiteren Ver-
lauf dieses Abschnitts werden diese Komponenten innerhalb der PAPER-Architektur mehrfach
eingesetzt. Diesfihrt zu einer weiteren Parallelisierung bei der Bereitstellung aktivierbarer Tran-
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sitionen. Durch die Form der Model lierung des Warteschlangennetzesist gewahrleistet, dal3 diese
Parallelisierung die notwendige Synchronisationsfunktion der Sperreinheit nicht beeinflufit.

Der Deaktivierer nimmt die Transitionen, die in der Ausfilhrungseinheit geschaltet haben, und
die externen Ereignisse in Form von Deaktivierungspaketen entgegen. Er leitet die dadurch
potentiell schaltfahig gewordenen Transitionen an den Auswerter weiter und entsperrt die vom
Aktivierer zum Schalten der zu bearbeitenden Transition gesperrten Transitionen. Das Entsperren
und Sperren von Transitionen wird durch den Sperrvektor synchronisiert. Dadurch konnenin der
PaPER-Architektur mehrere Deaktivierer eingesetzt werden.

Im Warteschlangennetz wird der Deaktivierer nun als M/M/c-Wartesystem betrachtet. Zur Ab-
stimmung der Anzahl der einzusetzenden Bedieneinheiten auf die Kundenlast wird die mittlere
Wartezeit E;[q] fur verschiedene \gs betrachtet. Damit das M/M/c-Wartesystem des Deaktivie-
rers stationare Zustande einnehmen kann, mul3 A\gs < 0, 142 gelten. Die Abbildung 7.7 zeigt den
erreichten Speed Up beim Einsatz mehrerer Bedieneinheiten fur verschiedene Kundenl asten.

Speed Up
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Anzahl Bedieneinheiten

Abbildung 7.7: Der Speed Up fur die mittlere Wartezeit des Deaktivierers

Der erreichte Speed Up der mittleren Wartezeit E;[q] fur die Kunden des Deaktivierersist in der
Tabelle 7.12 zusammengefal3t.

Aos proms | Bedieneinheiten | Speed Up | Audastung p1
0,028 3 1,25 6%
0,056 4 1,65 9%
0,084 5 2,45 11%
0,112 6 4,75 13%

Tabelle 7.12: Der erreichte Speed Up beim Einsatz mehrerer Bedieneinheiten

Der Einsatz von funf Deaktivierern bei der im Warteschlangennetz maximal moglichen Rate von
Aos < 0,104 (» Tabelle7.7) fuhrt somit zu einer ca. 3,4-fach schnelleren Bearbeitung der Kunden.
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Der Auswerter wertet aus der aktuellen Markierung des PENCIL-Netzes die Schaltbedingungen
der potentiell schaltfahigen Transitionen aus und ermittelt somit die Protokollaktionen, die als
nachstes auszufthren sind. Dabei erfolgt kein Zugriff auf eine Komponente der PAPER-Architek-
tur, dieeine Zugriffsynchronisation erfordert. Somit 1&3t sich auch der Auswerter inder PAPER-Ar-
chitektur mehrfach einsetzen und im Warteschlangennetz als M/M/c-Wartesystem modellieren.

Wie beim Deaktivierer wird die Anzahl der einzusetzenden Bedienstationen durch eine Betrach-
tung der mittleren Wartezeit E,[q] fUr verschiedene \os ermittelt. Dabel ergeben sich der in der
Abbildung 7.8 und Tabelle 7.13 dargestellten Speed Up.

Speed Up
A
29 1 T
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17 4 /
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Anzahl Bedieneinheiten

Abbildung 7.8: Der Speed Up fur die mittlere Wartezeit des Auswerters

Aos proms | Bedieneinheiten | Speed Up | Audastung p»
0,02 3 1,24 6%
0,04 4 1,63 9%
0,06 5 2,38 11%
0,08 6 4,40 12%
0,10 7 29,57 13%

Tabelle 7.13: Der erreichte Speed Up beim Einsatz mehrerer Bedieneinheiten

Bisher wurdedie Hohe der externen Ankunftsrate des Warteschlangennetzesdurch den Auswerter
bestimmt. Durch den Einsatz mehrerer Auswerter ist nun ein hoherer Wert fir \os moglich. Bei
dem bisher gultigen Wert von Ags = 0, 1 fUlhrt der Einsatz von sieben Auswertern zu einem Speed
Up der mittleren Verweilzeit E;[r] von 29,57.

Die Analyseder Knoten des Warteschlangennetzesfiir die Schal tmaschinen, den Desktivierer und
den Auswerter haben ergeben, dal? durch eine Anpassung der Anzahl von Bedieneinheiten an die
zu erwartende Kundenlast eine Verkiirzung der mittleren Wartezeit moglich ist. Auf diese Weise
wird eine weitere Parallelisierung bei der Bereitstellung aktivierbarer Transitionen erreicht, was
zu einer Beschleunigung bel der Protokollverarbeitung fuhren kann.
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Es sai noch einmal darauf hingewiesen, dal3 der auf der Basis der Warteschlangentheorie er-
reichte Speed Up fur diejeweiligen Knoten keinen durch Parall€lisierung entstehenden Overhead
berticks chtigen und somit alle Aussagen tendenziell sind.

7.4 Das Verhiltnis von Aktivierungs- und Schaltzeit

Bisher sind die Komponenten der PAPER-Architektur nur getrennt voneinander untersucht wor-
den. Die Leistungsfahigkeit der PAPER-Architektur hangt nicht alleine nur von der der einzelnen
Komponenten ab, sondern vielmehr von dem Zusammenwirken von Kontroll- und Ausfiihrungs-
einheit. Dieses Zusammenwirken wird bestimmt durch die Aktivierungs- und die Schaltzeit.
Die Aktivierungszeit ist die Zeit, die von der Kontrolleinheit zur Aktivierung einer Transition
durchschnittlich bendtigt wird. Die Schaltzeit ist die Zeit, die eine aktivierte Transition in der
Ausfihrungseinheit im Mittel verbringt. Die Betrachtung dieser Zeiten ist Gegenstand dieses
Abschnitts.

Im Abschnitt 7.3 wurde aufgezeigt, dal? sich in der PAPER-Architektur die Transitionsverarbei-
tung neben den Schaltmaschinen auch durch den Einsatz mehrerer Deaktivierer und Auswerter
beschleunigen [&3t. Im Warteschlangennetz der PAPER-Architektur werden Deaktivierer und Aus-
werter dann al's M/M/c-Wartesystem modelliert. Die Benutzung mehrerer Bedieneinheiten fuhrt
zu einer Verringerung der Audlastung p; in den betroffenen Knoten. Gemal3 der Tabelle 7.7 mufl3
zum Erhalt der Local-Balance-Eigenschaft des Warteschlangennetzes Aps < 0, 173 gelten.

7.4.1 Die Schaltzeit

Das Schalten einer Transition des als PENCIL-Netz formalisierten Protokolls wird im Warte-
schlangennetz durch die Bedienung in den Knoten Markenspeicher und Schaltmaschinen mo-
delliert. Dabei durchlaufen die Kunden den Markenspeicher zweimal. Einmal wahrend der Ak-
tivierungsphase einer Transition und einmal wahrend der Deaktivierungsphase. Die Schaltzeit
|&3t sich durch Addition der mittleren Verweilzeiten in den einzelnen Knoten berechnen. Die
hier betrachteten Kunden sind an den Schaltmaschinen Kunden der Prioritatsklasse 2. Wird der
globale Speicher zunéachst ausgeschlossen, so &%t sich die Schaltzeit durch

76 = 2+ E4[r] + EEY[r] (7.5)
berechnen.
Durch die Anzahl der Schaltmaschinen ist es moglich die mittlere Verweilzeit EF?[r] eines
Kunden auf die mittlere Bedienzeit Es[s] zu reduzieren. Bei der im Warteschlangennetz maximal
moglichen Ratevon \gs = 0, 17 miussen mindestensdrei Bedieneinheiten fir die Schaltmaschinen

verwendet werden. In der Tabelle 7.14 sind die bei der Untersuchung ermittelten Ergebnisse fur
7s aufgefuhrt.

Die Schaltzeit a3t sich bei der maximalen Ankunftsrate fur die externen Ereignisse durch
7s = 1, 1 ms nach oben begrenzen. Bel hoheren Raten von Ags steigt die Audlastung des Marken-
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Bedieneinheiten Werte fur Ags

Cs Cs 0,050 | 0,075 | 0,100 | 0,125 | 0,150 | 0,170
1 3 0,655 | 0,682 | 0,726 | 0,780 | 0,924 | 1,099
1 4 0,648 | 0,663 | 0,682 | 0,711 | 0,753 | 0,800
1 5 0,648 | 0,660 | 0,675 | 0,694 | 0,720 | 0,747
1 6 0,648 | 0,659 | 0,673 | 0,691 | 0,713 | 0,735
1 7 0,648 | 0,659 | 0,673 | 0,690 | 0,711 | 0,732

Tabelle 7.14: Die Schaltzeit 75 einer Transition (Zeiten in ms)

gpeichers und der Schaltmaschinen an. Das hat eine Erhohung der mittleren Verwellzeit in den
Knoten zur Folge. Durch eine Anpassung der Bedieneinheiten fur die Schaltmaschinen an das
erhohte Lastaufkommen 1&(%t sich diese wieder reduzieren. Dasist fur den Markenspeicher nicht
moglich. Die Zugriffe auf diesen mussen synchronisiert werden.

Benutzen Transitionen den globalen Speicher, so fuhrt dies zwangdaufig zu einer Erhdhung
der Schaltzeit. Im Abschnitt 6.2.4 wurde ausgefuhrt, dal3 die Bedienrate der Schaltmaschinen
um den Faktor 1 + pgon zU Korrigieren ist, wenn die Kunden mit einer Wahrscheinlichkeit von
Pgiob den globalen Speicher benutzen. Das fulhrt zu einer Verkiirzung der aggregierten mittleren
Verwellzeit und den mittleren Verweilzeiten fur die beiden Prioritatsklassen. Da die Kunden die
Schaltmaschinen (1 + pgop)-mal durchlaufen, verbringen sie nach der Konstruktion des Warte-
schlangennetzes insgesamt genauso viel Zeit in den Schaltmaschinen, wie ohne Benutzung des
globalen Speichers. Die Berechnung der Schaltzeit unter Verwendung des globalen Speichers
erfolgt durch

7s = 2- Eafr] + ES[r] + Ee[r] . (7.6)

Fur die Benutzungshaufigkeit und Zugriffsdauer auf den globalen Speicher liegen hinsichtlich der
Implementierung von XTP auf dem PaPER-Emulator keine Angaben vor. Der globale Speicher
und die Zugriffe Uber den globalen Bus auf diesen werden im Warteschlangennetz als M/M/1-
Wartesystem modelliert. Diemittlere Verweil zeit einesM/M/1-Wartesystems hat die Eigenschaft,
dald se bei hohen Audastungen stark ansteigt. Eine hohe Audastung wird entweder durch
viele Kunden mit kurzen Bedienzeiten oder durch wenige Kunden mit langen Bedienzeiten
hervorgerufen. Ahnlich ist auch das Zugriffsverhalten der Schaltmaschinen auf den globalen
Speicher anzusehen. Nimmt der Speicherzugriff einen langeren Zeitraum in Anspruch, so ist der
Busin diesem Zeitraum fr andere Schaltmaschinen, die auch auf den globalen Speicher zugreifen
wollen, blockiert und das Abarbeiten der Transitionfunktion verzogert sich. Erfolgen dagegen
viele kurze Zugriffe, wird die Verzogerung durch die Haufigkeit der Zugriffe hervorgerufen. Im
Hinblick auf einemoglichst verzogerungsfreieparalleleBearbeitung der Transitionfunktiondurch
die Schaltmaschinen ist das PENCIL-Netz eines Kommunikationsprotokollsso in PENCIL/C zu
implementieren, dal3 fur die Benutzung des globalen Speichers so wenig Bedarf wie moglich
entsteht.
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7.4.2 Die Aktivierungszeit

Das Bereitstellen von aktivierbaren Transitionen durch die Kontrolleinheit erfolgt im Warte-
schlangennetz der PAPER-Architektur durch die Knoten Deaktivierer, Auswerter und Sperrein-
heit. Nach den ermittelten Werten bei der Emulation von PAPER mittels X TP hat die Bearbeitung
einer Transition oder eines externen Ereignisses durch den Deaktivierer zur Folge, dal3 inzidenz-
bedingt im Mittel 21,5 Transitionen auf ihre Schaltfahigkeit zu prifen sind. Von diesen werden
t, °2" vP2s = 1,247 Transitionen as schaltfahig erkannt. Von den schaltfahigen Transitionen
werden 77% aktiviert und der Ausfuhrungseinheit zugefuhrt. Die Zeit, die dieser Vorgang zur
Aktivierung einer Transition benotigt, wird im folgenden Aktivierungszeit genannt.

Zur Berechnung der Aktivierungszeit wird von dem im Kapitel 5 konstruierten Warteschlangen-
netz ausgegangen. Neben der Anzahl der Transitionen miissen auch dieflubedingten Abhangig-
keiten von Kunden der Menge X im Warteschlangennetz berticksichtigt werden. So greifen
Kunden des Deaktivierers mit einer Wahrscheinlichkeit von p;3 auf die Sperreinheit zu. Dadurch
wird das Entsperren von Transitionen modelliert. Die Aktivierungszeit 7, fur eine Transition laf3t
sich dann durch die mittleren Verwellzeiten fur die Knoten der Kontrolleinheit berechnen.

_ Ea[r] + pusEs[r] + yEp[r] + tsEslr]

ta
_ Ealr] +9E[r] + (pis + to)Ear] (7.7)
ta

Ta

Fur eine Untersuchung von 7, wird zunachst davon ausgegangen, dal alle Knoten der Kon-
trolleinheit vom Typ M/M/1 sind. Anschlief3end wird das Verhalten der Schaltzeit fur den Einsatz
von mehreren Deaktivierern und Auswertern untersucht. Dabei wird auf die im Abschnitt 7.3
ermittelten Werte fur die Anzahl der Bedieneinheiten zuriickgegriffen. Die externe Ankunftsrate
wird dabei im zulassigen Bereich von \gs < 0,17 variiert. Es ist zu beachten, dal3 sich die
vom Auswerter insgesamt benttigte Zeit bel Benutzung mehrerer Bedieneinheiten durch die
entstehende Parallelisierung von +E;[r] auf Z-E[r] reduziert. In der Tabelle 7.15 sind die bei der
Untersuchung ermittelten Ergebnisse fur r, aufgefuhrt.

Bedieneinheiten Werte fur Aos

Ci G Cs 0,050 | 0,075 | 0,100 | 0,125 | 0,150 | 0,170
1 1 1 1564 | 2500 | 13405 | — — —

6 1 1 1,405 | 2,172 | 12,706 | — — —

1 7 1 0847 (1102 | 1619|3387 | — —

6 7 1 0,688 | 0,774 | 0920 | 1,220 | 2,181 | 16,012

Tabelle 7.15: Die Aktivierungszeit =, einer Transition (Zeiten in ms)

Die Betrachtung der Aktivierungszeit zeigt, dal3 eine Beschleunigung im vorliegenden Fall
hauptsachlich durch den Einsatz mehrerer Auswerter erreicht wird. Die Ursache liegt in der
im Vergleich zu den anderen Knoten sehr hohen Ankunftsrate. Diese wird durch die Vielzahl
der potentiell schaltfahigen Transitionen hervorgerufen. Damit kommt dem Auswerter im Hin-
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blick auf die Aktivierungszeit eine zentrale Bedeutung zu. Das mul3 jedoch nicht immer der
Fall sein. In PENCIL-Netzen, in denen die Anzahl der indirekt inzidenten Transitionen geringer
ist, wird der Auswerter nicht so sehr ausgelastet wie im vorliegenden Fall. Den Engpal? fur die
Aktivierungszeit im Warteschlangennetz der PAPER-Architektur ist die Sperreinheit, wassich in
den langen Aktivierungszeiten bel hdheren Audlastungen zeigt (= Tabelle 7.15). Dieser Engpal3
wird durch die notwendige Synchronisation beim Zugriff auf den Sperrvektor zum Sperren und
Entsperren von Transitionen hervorgerufen und kann eine Beschleunigung durch den Einsatz
mehrerer Auswerter und Deaktivierer zunichte machen.

7.4.3 Vergleich und Bewertung von Aktivierungs- und Schaltzeit

Ein Vergleich der beiden Zeiten zeigt, dal? die Aktivierungszeit bei geringen Raten von Ags nur
etwas grof3er ist a's die Schatzeit.

Bedieneinheiten Werte fur Aos
CC C C €4 €| 0050|0075 0,100 | 0,125 | 0,150 | 0,170
1 1 1 1 3| 239| 367|1845| — — —
1 1 1 1 7 242 | 3,79 |1992 | — — —
6 7 1 1 3 105 1,14 | 127 | 153 | 2,36 | 14,57
6 7 1 1 7 106 | 1,17 | 1,37 | 1,77 | 3,06 | 21,87

Tabelle 7.16: Das Verhdtnis von Aktivierungszeit zu Schaltzeit durch ?

S
In einem Warteschlangennetz, bei dem alle Knoten der Kontrolleinheit vom Typ M/M/1 sind,
wirkt sich eine Erhdhung der Bedieneinheiten fur die Schaltmaschinen kaum aus. Diese haben
dann wegen der langen Aktivierungszeit eine nur geringe Audastung. Erst die Erhohung der
Bedieneinheiten fur die Kontrolleinheit fihrt zu einer deutlichen Verbesserung des Verhal tnisses
von Aktivierungs- zu Schaltzeit. Die langen Aktivierungszeiten werden durch die hohe Konnek-
tivitat des PENCIL-Netzes fur XTP hervorgerufen. Geht man von einem weniger konnektiven
PENCIL-Netz aus, so sind wegen der geringeren Audastung des Auswerters kilrzere Aktivie-
rungszeiten zu erwarten. Der gunstigste Fall fur die Protokollausfihrungist der Fall, bei dem die
Aktivierungszeit kiirzer alsdie Schaltzeitist, d.h. 72 < 1. Dabei wird zum einen von der Moglich-
keit der parallelen Ausfiihrung von Protokollaktionen durch die Transitionsfunktionen Gebrauch
gemacht, und der durch das Bereitstellen von aktivierbaren Transitionen entstehende zusatzliche
Aufwand wird klein gehalten. Das fuhrt zu der Schluf3folgerung, daf3 die Leistungsfahigkeit der
PaPER-Architektur nicht nur von einer Abstimmung der Anzahl einzusetzender Komponenten
auf die erwartete Last abhangt, sondern auch von der Granularitat des PENCIL-Netzes fur das
verwendete Kommunikationsprotokoll. Die Granularitéat hat dabel Einflufd auf die Moglichkeit
der parallelen Verarbeitung von Transitionen. Werden die Protokollaktionen in eine zu grof3e
Anzahl von Transitionen zerlegt, so kommt es zu einer Erhohung des Aktivierungsaufwandes,
der sich in zu langen Aktivierungszeiten niederschlagen kann.
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7.5 Die Umlaufzeit einer Transition

Das Aktivieren, Schalten und Deaktivieren einer Transition des als PENCIL-Netz spezifizierten
Protokollswird durch das sequentielle Durchlaufen eines Kunden der Menge 7 durch die Kno-
ten des Warteschlangennetzes modelliert. Die Summe der mittleren Verweilzeiten Ej[r] ist die
Umlaufzeit.

Dieauf ihre Schaltfahigkeit zu prifenden Transitionen werden dem Warteschlangennetz alsKun-
den der Menge 7 Uber die Quelle Q, zugefuihrt. Sie durchlaufen den Auswerter, die Sperreinheit
und den Markenspeicher. Das Ausfuhren der Transitionfunktion findet dann durch die Bedienung
des Kunden in den Schaltmaschinen statt. Die Anderungen der Markierung des PENCIL-Netzes
werden durch ein erneutes Durchlaufen des Markenspeichers modelliert. Die Deaktivierung der
Transition und das Freigeben von gesperrten Transitionen erfolgt durch die Bedienung im De-
aktivierer und der Sperreinheit. Anschlief3end verlaldt der Kunde das Warteschlangennetz durch
die Senke S;. Die Umlaufzeit 7, 1afdt sich somit durch

Tu = Ep[r] + E3[r] +2- Eq[r] + EE?[r] + Eq[r] + E3[r]
O B +Eo[r] +2- Es[r] + 7
berechnen.

Werden die aus der XTP-Implementierung auf dem PaPeR-Emulator bekannten Werte fur das
Warteschlangennetz verwendet, so ergeben sich unter Einbeziehung der im Abschnitt 7.3 er-
mittelten Bedieneinheitenanzahl die in Tabelle 7.17 aufgelisteten mittleren Verwellzeiten eines
Kunden in der Kontrolleinheit. Die externe Ankunftsrate wird fur den im Warteschlangennetz
gultigen Bereich A\os < 0, 17 betrachtet.

Bedieneinheiten Werte fur Aos

T G Cs 0,050 | 0,075 | 0,100 | 0,125 | 0,150 | 0,170
1 1 1 0,762 | 1,030 | 1,977 | — — —

6 1 1 0,609 | 0,715 | 1,306 | — — —

1 7 1 0,745 | 0,983 | 1,466 | — — —

6 7 1 0,593 | 0,668 | 0,795 | 1,056 | 1,891 | 13,925

Tabelle 7.17: Die mittlere Verweilzeit eines Kunden in der Kontrolleinheit (Zeiten in
ms)

Die Zeit, die ein Kunde in der Ausfuihrungseinheit verbringt (7s), wurde schon im vorangegan-
genen Abschnitt ermittelt. Die Addition dieser Werte (= Tabelle 7.14) und die oben berechneten
Zeiten fur die Kontrolleinheit ergibt die Umlaufzeit 7, eines Kunden im Warteschlangennetz (=
Tabelle 7.18).

Eine Analyse der Zusammensetzung von 7, zeigt, dald in den meisten Falen die Schaltzeit 75
kleiner ist als die Zeit, die der Kunde in der Kontrolleinheit verbringt (= Tabelle 7.19). Die
Umlaufzeit andert sich bei der Hinzunahme weiterer Bedieneinheiten fur die Schaltmaschinen
kaum. Erst eine Erhohung der Bedieneinheiten fur die Komponenten der Kontrolleinheit fihrt
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Bedieneinheiten Werte fur Aos

CC C C C4 Cs| 005000750100 0,125 | 0,150 | 0,170
3114171712 |2,703 | — — —
7114101689 | 2650 | — — —
1,247 | 1,350 | 1,522 | 1,855 | 2,815 | 15,024
7 | 1,240 | 1,327 | 1,468 | 1,746 | 2,602 | 14,657

o Ok .
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Tabelle 7.18: Die Umlaufzeit 7, inms

zu einer Verkiirzung der Umlaufzeit. Die Umlaufzeit wird im vorliegenden Fall somit durch die
Zeit dominiert, die der Kunde in der Kontrolleinheit verbringt. Das spiegelt sich auch in den
Prozentzahlen der Schaltzeit in Bezug auf die Umlaufzeit wieder.

Bedieneinheiten Werte fur Aos
CC C C €4 €| 0050|0075 0,100 | 0,125 | 0,150 | 0,170
1 1 1 1 3462039832687 | — — —
1 1 1 1 745943903 |2540| — — —
6 7 1 1 35248 |5051|47,75 4310|3282 731
6 7 1 1 7 |5221]|49,67 4584|3952 |2732| 5,00

Tabelle 7.19: Der prozentuale Anteil der Schaltzeit s an der Umlaufzeit 7,

Die Ursache fuir die Dominanz der Kontrolleinheit sind die Wartezeiten an den einzelnen Kno-
ten. Dies gilt besonders fur den Auswerter und bei einem hohen Kundenaufkommen fir die
Sperreinheit. Die lange mittlere Wartezeit fur Kunden am Auswerter hat seine Ursache in der
Konnektivitat des PENCIL-Netzes von XTP. Bel einem weniger hohen Grad an Konnektivitat
fihrt das zu einer Verkiirzung der Zeit, die ein Kunde in der Kontrolleinheit verbringt. Ahnlich
wieim Abschnitt 7.4.2 wirkt sich bei einem hohen Kundenaufkommen an der Sperreinheit diese
verzogernd auf die Umlaufzeit aus. Durch ihre Synchronisationsfunktion bei der Modellierung
der Sperrvektorzugriffein der PAPER-Architektur kann sie eine Verkirzung der Umlaufzeit, wel-
che durch Hinzunahme von Bedieneinheiten firr die Knoten Deaktivierer und Auswerter erreicht
werden kann, ins Gegenteil umkehren.

7.6 Zusammenfassung der Analyse

In diesem Kapitel wurden die bei einer Teilimplementierung von X TP auf dem PAPER-Emulator
ermittelten Zeiten fur die Transitionsbearbeitung auf das Warteschlangenmodell der PAPER-Ar-
chitektur angewendet. Dabei hat sich durch die Analyse der Ankunftsraten im Warteschlangen-
modell gezeigt, dal3 die Auftragdlast der einzelnen Komponenten der PAPER-Architektur von

1. der Konnektivitat des PENCIL-Netzes,
2. der Haufigkeit des Auftretens externer Ereignisse
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abhangt. Durch eine Analyse der erwarteten Auftragslast und dem modularen Aufbau der PA-
PER-Architektur 1al3 sich die Anzahl der jeweiligen Komponenten auf die erwartete Auftragd ast
abstimmen. So kann durch den Einsatz mehrerer Schaltmaschinen, Deaktivierer und Auswerter
eine Geschwindigkeitssteigerung bei der Transitionsbearbeitung erreicht werden.

Die Analyse des gesamten Warteschlangenetzes hat die Abhangigkeit der Leistungsfahigkeit
vom Zusammenwirken der Kontroll- und Schalteinheit aufgezeigt. Dazu wurden die fur die Ak-
tivierung und das Schalten der Transitionen benotigten Zeiten untersucht. Diese Zeiten werden
sowohl von der Konnektivitét als auch von der Granularitat des PENCIL-Netzes beeinfluf3. Der
bei stark konnektiven Netzen benotigte Zeitaufwand fur die Aktivierung von Transitionen kann
die Moglichkeit der parallelen Ausfilhrung durch die Schaltmaschinen einschranken oder sogar
unmoglich machen. In @nlicher Weise wirkt sich die Granularitéat des PENCIL-Netzes auf die
Leistungsfahigkeit der PAPER-Architektur aus. Werden die Protokollaktionen in zuviele Transi-
tionen mit kurzen Transitionsfunktionen zerlegt, so erhoht sich der Aufwand fur die Aktivierung,
wahrend das Schalten einer Transition nur wenig Zeit in Anspruch nimmt.

Zusammenfassend gibt die folgende Auflistung einen Uberblick iiber die wichtigsten Kriterien
zur Forderung der Leistungsfahigkeit der PAPER-Architektur:

e eine moglichst geringe Konnenktivitat des PENCIL-Netzes
¢ dieBeriicksichtigung der Schaltzeit bei der Zerlegung der Protokollaktionenin Transitionen

e eine Abstimmung der Anzahl von einzusetzenden Schaltmaschinen auf die Anzahl der
parallel ausfuhrbaren Transitionen und das allgemein erwartete L astaufkommen

e der mehrfache Einsatz von Komponenten der Kontrolleinheit zur Beschleunigung des
Aktivierungsvorgangs



8. Zusammenfassung und Ausblick

DasZiel dieser Diplomarbeit war dieanal ytische L ei stungsbewertung einer parallelen Controller-
Architektur fur Hochgeschwindigkeitsprotokolle.

Zunachst wurden die Anwendungsgebiete und Methoden der Leistungsbewertung vorgestellt.
Dabel wurde der Schwerpunkt auf die Modellbildungstechniken gelegt, zu denen die analytische
Leistungsbewertung gehort. In diesem Zusammenhang wurde festgestellt, dal3 der Modellerstel-
lung bei der analytischen Leistungsbewertung eine zentrale Bedeutung zukommt.

Im dritten Kapitel wurde die parallele Controller-Architektur PAPER beschrieben. Die Be-
schreibung umfaldt die Einbettung in einem Gesamtkonzept zur Entwicklung eines parallelen
Kommunikations-Controllers, die Erlauterung des funktionalen Konzepts und die Beschreibung
der einzelnen Komponenten.

Eine Moglichkeit zur analytischen Leistungsbewertung ist die Modellwelt der Warteschlangen-
theorie, diein der vorliegenden Arbeit verwendet wurde. Zum besseren Verstandnis der Warte-
systeme wurden zunachst einige stochasti sche Prozesse und deren Eigenschaften erlautert. Dann
folgte eine Beschreibung von elementaren Wartesystemen mit exponentiell verteilten Ankunfts-
und Bedienraten. Da sich die PAPER-Architektur aus mehreren Komponenten zusammensetzt,
ist eine Modellierung als Warteschlangennetz notwendig. Diese wurden am Ende des vierten
Kapitels eingefuhrt.

Das funfte Kapitel beschaftigte sich mit der Erstellung eines Warteschlangenmodel s fur die Pa-
PER-Architektur. Dazu wurde zuerst eine Kundenmenge definiert, die sich aus den Transitionen
eines PENCIL-Netzes und den externen Ereignissen zusammensetzt. Gemal3 der funktiona-
len Konzeption der PAPER-Architektur wurden dann die Warteschlangennetze fur die Kontroll-
und die Ausfuhrungseinheit konstruiert. Dazu mufdten zunachst die fir die Leistungsbewertung
wichtigen Komponenten und ihre Interaktionen erfaldt werden. Durch letztere wird das Ab-
laufgeschehen innerhalb der PAPER-Architektur beschrieben, welches durch die Raten fir die
Ankunftsprozesse und die Ubergangswahrscheinlichkeiten an den Knoten des Warteschlangen-
netzes modelliert wurden.

Mit Hilfe des Warteschlangennetzes und den hergel eiteten Berechnungsvorschriften fur die An-
kunftsraten und die Ubergangswahrscheinlichkeiten wurde dann das Kundenverhalten im Warte-
schlangennetz analysiert. Dabel wurde festgestellt, dal3 die Kundenlast, d.h. die von der PAPER-
Architektur zu verarbeitende Transitionsmenge, an den einzel nen Knoten neben der Ankunftsrate
von externen Ereignissen auch von der Struktur des als PENCIL-Netz formalisierten Protokolls
abhangig ist.

Eine quantitative Bewertung wurde im Kapitel 7 durchgefuihrt. Dabei wurden Werte verwen-
det, die bei einer Teillimplementierung des Kommunikationsprotokolls X TP auf einem PAPER-
Emulator ermittelt wurden. Diese Werte wurden zunachst fir das Warteschlangennetz aufbereitet.
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Anschlief3end konnten die bis dahin hergel eiteten Berechnungsvorschriften auf das Warteschlan-
gennetz angewendet werden. Es wurde festgestellt, dal3 sich die Komponenten der PAPER-Ar-
chitektur auf die erwartete Auftragdast abstimmen lassen und durch den mehrfachen Einsatz
einzelner Komponenten die Verarbeitungsgeschwindigkeit gesteigert werden kann. Gleichzeitig
wurde aber auch aufgedeckt, daf3 ein schlechtes Verhdtnis von Schalt- und Aktivierungszeit die
Maoglichkeit der parallelen Ausfihrung von Transitionen schmdert. In diesem Zusammenhang
wurde auf die Bedeutung der Konnektivitat und der Granularitét des PENCIL-Netzes fur die
Leistungsfahigkeit der PAPER-Architektur hingewiesen.

Die vorliegende Arbeit hat aufgezeigt, wie es durch den Einsatz von warteschlangentheoreti-
schen Mitteln moglich ist, eine abstrakte Kommunikations-Controller-Architektur hinsichtlich
der Leistungsfahigkeit zu bewerten und Hilfestellung fir dieweitere Entwicklung zu leisten. Die
dabel erhaltenen Ergebnisse bestétigen die Entwicklung eines Kommunikations-Controllers auf
Basis der PAPER-Architektur. Konkretere Aussagen werden erst dann moglich sein, wenn die
PaPER-Architektur in einer Netzwerkumgebung emuliert wird, in der das gesamte Protokoll in
PENICL/C implementiert ist und die Kommunikation simuliert werden kann. Einen wichtigen
Fortschritt des Forschungsprojekts PIKOM wird die Implementierung der PAPER-Architektur auf
einem Transputersystem bringen, die augenblicklich durch [Str94] und [Pet94] realisiert wird.
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Die LeistungsgroBBen von Wartesyste-

men
Leistungsgrofiie Berechnung
Zustandswahrscheinlichkeit Pn Q<p)-p"
. - A
mittlere Verweilzeit E[r] —
©EA
mittlere Wartezeit E[q] A
(o (i =A)
. : : 1
mittlere Bedienzeit E[9] —
o
. A
mittlere Gesamtkundenanzahl E[n] e
©EA
)\2
mittlere Warteschlangenlange E[n. —
genlang [Ng] RSy
mittlere Kundenanzahl in Bedienung E[ng] p
Wahrscheinlichkeit, dal3 sich mindestens | p (n>k oK
k Kunden im System befinden B
Wahrscheinlichkeit, daf? sich k Kunden Pl = k} 1<p? k=0
in der Warteschlange befinden 4 (Lep) P k>0

Tabelle A.1: Zusammenfassung der Leistungsgrofien fur M/M/1-Wartesysteme
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LeistungsgrofRe

Berechnung

Initialwahrscheinlichkeit Po : +
DO'%'(A) ,1<i<c
Zustandswahrscheinlichkeit pi ')\ i” 1
P (;) cl.d-c = C
()"
ft 1
. S E Iz . Dn+ =
mittlere Verwellzeit [r] ((C<:>l)! © ,u<:>)\)2) Po P
C
mittlere Wartezeit E[q] (%) * * Po
(ceD!-(c-pueN)?
mittlere Bedienzeit E[] m
C
mittlere Gesamtkundenanzahl E[n] (%) A “Po+ A
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Tabelle A.2: Zusammenfassung der Leistungsgrofien fur M/M/c-Wartesysteme




B. Die Ankunftsraten und Verzweigungs-
wahrscheinlichkeiten des Warteschlan-

gennetzes
Berechnung
Ankunftsrate
nach Abschnitt 5.3.1 nach Abschnitt 5.3.2 ta (>18) Ot P2z
A Aos + 1Pz A ! A L A
1 05 T 0fP23A02 16 o 05 1ot 05
> >
A A — A
2 02 156 05 1ot 05
(1+6¢) - pazy (1+6¢) - pazy
A 1+6;) - pogA 7 T — 7 =)
3 ( £) - P23 Aoz 10 1ot, 05
1+5fp23’)/ 1+t,
A Aos + 2 dipPosA — ) A
4 05 tP23A02 16 P 05 lot, 05
1+ pglob 1+ pglob
A Aos + 6:PozAo2) - (1 + — A
5 (Aos + 6t P2sroz) - (1 + Pgiob) 10 por 05 1ot, 05
pglob pglob
A Aos + O P23 Ao2) - — ) A
6 (Aos + 6tP23o2) - Pgiob 16 pos 05 1ot, 05

Tabelle B.1: Ankunftsraten fur die Knoten des Warteschlangennetzes der PAPER-Archi-

tektur
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Berechnung
Verzweigungswahr- (5.18)
scheinlichkeit nach Abschnitt 5.3.1 | nach Abschnitt 5.3.2 | t; "= 6tpasy
P1o s 1 &6t p2sy lety
Aos + 6rP2sAop
01 P23Ao2
_— b} t
Pz Aos + 6rPasAop Pes 2
P2o
Ergeben sich aus der Stuktur des PENCIL-Netzes
P23
b}
/ g
p30 1+ 5]‘
of
'z
p30 1+ 5]‘
of
P34 1+6
O Aos + 6r P2z Aoz 1 1
Aos + 2 - 65 Pasroz 1+ 61pozy 1+t,
0 01 P23Ao2 01 P23y ta
45 Aos + 2 - 65 Pasroz 1+ 61pozy 1+t,
1
Pt 1+ pgiob
Pglob
Ps6 T+p Pyos
Pes 1

Tabelle B.2: Verzweigungswahrscheinlichkeitenim Warteschlangennetz der PAPER-AT-
chitektur



